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Учреждение образования «Барановичский государственный университет», Барановичи 

СРЕДНИЕ ОРТОГОНАЛЬНЫХ РЯДОВ И ПРОСТРАНСТВА ФУНКЦИЙ 
Стендовый доклад 

Введение. Оператор присваивания « » означает, что правой части присвоено обозначение, стоящее слева 
от него. В самом начале рассмотрим следующие пространства функций одного вещественного переменного. 
1) ]1,0[С  — сепарабельное полное комплексное пространство всех на отрезке ]1,0[  вещественной прямой

непрерывных функций; норма )(max: 10]1,0[
xff x

C
; 2) ]1,0[С  — сепарабельное полное комплексное 

пространство всех на отрезке ]1,0[  вещественной прямой непрерывных функций, которые на концах отрезка 

]1,0[  принимают равные значения: )1()0( ff  ; [0,1] [0,1]; С С  3) ]1,0[L  — несепарабельное полное 

комплексное пространство всех измеримых и существенно ограниченных на отрезке ]1,0[  функций; полунорма 

0 1[0, 1]
: sup ( ) ;xf ess f x  

L
4) ]1,0[1L  — сепарабельное полное комплексное пространство Г. Штейнгауза всех

измеримых и интегрируемых по Лебегу на отрезке ]1,0[  функций; полунорма 1

1

[0, 1] 0
: ( ) ;f f x dx L

5) при

показателе  p1  сепарабельное полное комплексное пространство Ф. Рисса ]1,0[pL  всех функций, на 

отрезке ]1,0[  измеримых и с интегрируемой по Лебегу на нём p -й степенью их модуля; полунорма 
p

p
dxxff p
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. Очевидны строгие включения: ]1,0[]1,0[]1,0[]1,0[]1,0[ 1LLLCC
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Автор свои работы [1, с. 25; 2, с. 48; 3, с. 678; 4, с. 483; 5, с. 23; 6, с. 17; 7, с. 3] начинал  
с тригонометрического ряда 
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который сходится в каждой точке x  вещественной прямой и который не является тригонометрическим рядом 

Фурье—Лебега ни своей поточечной суммы xn
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, ни другой функции ]1,0[1Lf  [8, с. 11, 

с. 148, 7.3.4, с. 154, 7.7, с. 189, 10.1.6(2); 9, с. 95, теорема 1, с. 123, с. 199, с. 671, пример; 10, с. 298, (1.17), с. 403, 

(2.1); 11, с. 275, (1), с. 276]. Сумма этого ряда ]1,0[1Ls , ибо в противном случае ряд (1) по теореме Дюбуа—

Реймона и Валле Пуссена [11, с. 293, теорема 5] являлся бы рядом Фурье—Лебега своей суммы s . 
Тригонометрический ряд (1) мотивирует постановку следующих трёх важных и трудных проблем: 1) при 

каких условиях всюду сходящийся тригонометрический ряд является тригонометрическим рядом Фурье своей 
суммы; 2) какое надо ввести понятие интеграла, чтобы каждый сходящийся в конкретном смысле 
тригонометрический ряд являлся бы тригонометрическим рядом Фурье в смысле введённого интеграла; 
3) когда тригонометрический ряд является тригонометрическим рядом Фурье функции из заранее заданного
функционального пространства. 

Классические результаты по третьей проблеме аккумулирует следующая теорема [12, с. 42; 13, с. 7, 
теорема 1, с. 8, теорема 3, с. 9, теоремы 4 и 5]. 

Теорема 1. Для того чтобы тригонометрический ряд 
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являлся тригонометрическим рядом Фурье  I  непрерывной и периодической с периодом 1  функции

]1,0[Сf ,  II  некоторой существенно ограниченной функции ]1,0[Lf ,  III  при показателе  p1

некоторой функции ]1,0[pf L ,  IV  некоторой интегрируемой функции ]1,0[1Lf , необходимо и доста-

точно, чтобы последовательность средних Фейера 
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этого тригонометрического ряда на отрезке ]1,0[   I  сходилась по C -норме, т. е. сходилась равномерно,

 II  была ограничена по L -полунорме,  III  была ограничена по pL -полунорме или, что в данном случае

равносильно, сходилась по pL -полунорме, т. е. сходилась в среднем с показателем p ,  IV  сходилась по
1L -полунорме, т. е. сходилась в среднем. 

В настоящем стендовом докладе рассматривается обобщение третьей проблемы на ортогональные на 
отрезке ]1,0[  ряды. При этом тригонометрический случай будет считаться азбучным. 

Базисные понятия. Последовательность    0nn x  комплекснозначных функций на отрезке ]1,0[  

вещественной прямой определённых почти всюду и измеримых относительно линейной меры Лебега, назы-
вается ортонормированной на отрезке ]1,0[  системой, если 

0Zm  0Zn     







 ,когда,0

,когда,1
1

0
nm

nm
dxxx nm    (4) 

где n  означает функцию, комплексно сопряжённую к функции n . 

Условие ортонормированности (4) влечёт: 1) принадлежность всех функций n  и их комплексных 

сопряжений n  функциональному пространству Гильберта ]1,0[2L ; 2) отличие всех функций  xn  от нуля на

множестве положительной меры: 0Zn     00:1][0,mes  xx n .

Если на отрезке ]1,0[  функция f  и ортонормированная система    0nn x  таковы, что интегрируемы 

все произведения nf  , то числовая последовательность  
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n dtttf  называется последовательностью 

коэффициентов Фурье функции f  относительно ортонормированной на отрезке ]1,0[  системы    0nn x ,  

а функциональный ряд вида 
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называется рядом Фурье функции f  по ортонормированной на отрезке ]1,0[  системе    0nn x . 

Нечётная и периодическая с периодом 2  функция  
2

ctg
2

1
:1

x
xf


 хотя и неинтегрируема по Лебегу 

на отрезке ]1,0[ , но имеет все равные единице коэффициенты Фурье относительно ортонормированной синус-

системы   1sin2 nxn :  ...,3,2,1:1  Zn    1sin2
1

0
1  dttntf  [10, с. 84]. 

На отрезке ]1,0[  для ортонормированной косинус-системы   0cos2 nxn  и ортонормированной 

тригонометрической системы  ...,2sin2,2cos2...,,4sin2,4cos2,2sin2,2cos2,1 xnxnxxxx   усло-

вие ]1,0[1Lf  влечёт существование всех коэффициентов Фурье функции f  относительно соответствующих 

систем. Более общо, если на отрезке ]1,0[  все функции ортонормированной системы    0nn x  существенно 

ограничены: 0Zn     xess nx 10sup , то условие ]1,0[1Lf  влечёт существование всех коэф-

фициентов Фурье функции f  относительно этой системы. 
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Тригонометрический ряд (1) является нетривиальным примером ортогонального ряда, который не 
является ортогональным рядом Фурье. В. А. Скворцов построил пример ряда по системе функций Уолша, 
который сходится почти всюду на полуинтервале )1,0[  к нулю, не все коэффициенты которого равны нулю  

и, следовательно, не являющегося рядом Фурье своей суммы [14, с. 75, с. 94, теорема 3.4.2; 15, с. 345, теорема 7]. 
Ряды (1) и В. А. Скворцова мотивируют постановку следующей трудной и важной проблемы: «Когда ортого-

нальный ряд является ортогональным рядом Фурье функции из заранее заданного функционального пространства». 

Матричные средние ортогональных рядов и пространства непрерывных функций ]1,0[]1,0[ СС  . 

Согласно аппроксимационной теореме Л. Фейера, т. е. теореме 1:     II , на вещественной прямой любая

непрерывная и периодическая с периодом 1 функция f  с любой наперёд заданной степенью точности равно-

мерно приближается средними Фейера её тригонометрического ряда Фурье: ]1,0[ Сf  0  0ZN
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Последнее свойство при рассмотрении ортогональных рядов приходится постулировать. 
Определение 1. Предположим, что на отрезке ]1,0[  всюду определены все функции  xn : 0Zn

]1,0[Cn . Ортонормированная на отрезке ]1,0[  система    0nn x  называется замкнутой (abgeschlossen)

относительно пространства ]1,0[С , если для любой функции ]1,0[Сf  и для любого 0  можно так 

подобрать числа )()(
2

)(
1

)(
0 ...,,,, 

Ncccc , что    
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N

n nnx xcxf
0

)(
10 )(sup . 

В силу аппроксимационной теоремы Л. Фейера тригонометрическая система замкнута относительно 

пространства ]1,0[С . 

Комплексная последовательность  0nna  и ортонормированная на отрезке ]1,0[  система    0nn x

порождают ортогональный на отрезке ]1,0[  ряд 
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С помощью бесконечной нижней комплексной матрицы Хессенберга 
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образуем следующую последовательность -среднихM ортогонального на отрезке ]1,0[  ряда (6): 
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Неотрицательная вещественная последовательность 0ZN    
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последовательностью констант Лебега, ортонормированной на отрезке ]1,0[  тригонометрической системы 

 ...,2sin2,2cos2...,,4sin2,4cos2,2sin2,2cos2,1 xnxnxxxx  , а неотрицательная функцио-

нальная последовательность 0ZN       
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)( dttx
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-функцийM Лебега, ортонормированной на отрезке ]1,0[  системы    0nn x . 
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Теорема 2. П р е д п о л о ж е н и я: 1) ортонормированная на отрезке ]1,0[  система    0n n
x






непрерывных функций ( 0Zn   [0,1]
cn  C ) из комплексного пространства ]1,0[С  или ]1,0[С  замкнута 

относительно того же пространства; 2) элементы бесконечной нижней комплексной матрицы Хессенберга (7) 
имеют по всем столбцам единичный предел: 

0Zn  1lim )(  
N

nN ;  (9) 

3) описанные выше ортонормированная система    0nn x  и матрица (7) связаны между собой условием 
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означающим равномерную ограниченность всюду на отрезке ортонормированности ]1,0[  всех M -функций 

Лебега ортонормированной системы    0nn x .

У т в е р ж д е н и е: для того чтобы ортогональный на отрезке ]1,0[  ряд (6) являлся ортогональным 

рядом Фурье функции f  из соответственного комплексного пространства ]1,0[С  или [0,1],С  необходимо  

и достаточно, чтобы последовательность его M -средних (8) сходилась в этом пространстве: 
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Разбор предположения 1) теоремы 2. Система непрерывных функций Франклина замкнута [16, с. 144, 
теорема 4.4.3] относительно пространства ]1,0[С . 

Ортонормированная на отрезке ]1,0[  тригонометрическая система   
1

1, 2 cos 2 , 2 sin 2
n

n x n x



  на 

вещественной прямой непрерывных и периодических с периодом 1 функций замкнута относительно комплекс-

ного пространства ]1,0[С , но не замкнута относительно объемлющего комплексного пространства ]1,0[С . 

Система   0nn xw  разрывных (исключая 1)(0 xw ) функций Уолша в нумерации Пэли замкнута [14, с. 62,

теорема 2.6.4] относительно комплексного пространства )1,0[UC  всех равномерно непрерывных на полуинтер-

вале )1,0[  функций. Очевидно, что средние Фейера ряда Фурье функции )(xwk , 1Zk  по ортонормированной 

системе   0nn xw  равномерно сходятся на полуинтервале )1,0[  к разрывной функции )(xwk .

Таким образом, предположение о непрерывности на отрезке ортонормированности ]1,0[  всех функций 

ортонормированной системы    0nn x  существенно.

Рассмотрение предположения 2) теоремы 2. Комплексный ряд 



0n na  (12) 

называется сходящимся, если существует конечный предел s  последовательности его частичных сумм 

0ZN  


N

n nN as
0

: : C  ssNN :lim . С помощью бесконечной нижней комплексной матрицы 

Хессенберга (7) образуем следующую последовательность M -средних ряда (12): 

0ZN    


N

n n
N

nN aM
0

:   (13) 

M -средние (13) комплексного ряда (12) называются 1) регулярными, если для каждого сходящегося ряда 
они сходятся к его сумме: C  ssNN :lim  sM NN  lim ; 2) консервативными, если для каждого 

сходящегося ряда они сходятся к конечному пределу: C  ssNN :lim   C  tM NN :lim ; 

3) порождающими сходимость, если для каждого ряда с ограниченной последовательностью его частичных

сумм они сходятся к конечному пределу:   NN s
0

sup Z   C  tM NN :lim . 





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Условия на элементы матрицы (7), при выполнении которых M -средние (13) имеют вышепере-
численный тип (рисунок 1). 

Консервативные M -средние:
      

N

n

N
n

N
nN 0 10

sup Z  и 0Zn  
  C  n
N

nN :lim . 

Регулярные M -средние:

0Zn  .

Порождающие сходимость M -средние:

0lim   nn . 

Рисунок 1 — Консервативные M -средние

Так как условие (9) и условие 0lim   nn  таблицы 1 несовместимы, то предположению 2) тео-

ремы 2 заведомо не удовлетворяют все порождающие сходимость M -средние (13). 
Характеристика предположения 3) теоремы 2. Оно необходимо [16, с. 253] для справедливости 

утверждения теоремы 2. 
Бесконечная нижняя треугольная вещественная матрица 

  
00),(1,0max

1111

0111

0011
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: ZZ 



























 nNnNS








определяет регулярные S -средние ортогонального ряда (6), т. е. частичные суммы этого ряда. Условию (10) 
удовлетворяют S -функции Лебега системы Франклина [16, с. 184, замечание]. Однако не удовлетворяют кон-
станты Лебега тригонометрической системы, поскольку их рост подобен логарифмической функции [8, с. 134, 
(7.1.8); 9, с. 115, (35.15); 10, с. 115, (12.1)]. Также условию (10) не удовлетворяют S -константы Лебега системы 

  0nn xw  функций Уолша в нумерации Пэли, поскольку их рост мажорируется логарифмической функцией

[14, с. 46, теорема 2.2.1; 15, с. 34]. 
Проверка условия (10) для тригонометрической системы и матрицы ),( H , определяющей средние 

Гёльдера вещественного порядка 1 , занимает в работе А. Х. Турецкого [17, с. 423—432] почти девять пол-
ных страниц. Трудной задаче — поиску эффективных условий на элементы матрицы (7), достаточных для огра-
ниченности последовательности M -констант Лебега тригонометрической системы, — посвящали свои глу-
бокие исследования С. М. Никольский [9, с. 476], Б. Сёкефальви-Надь [9, с. 476], А. В. Ефимов [18, с. 752], 
А. К. Покало [19, с. 24—25], С. А. Теляковский [20, с. 1227—1228], Р. М. Тригуб [21, с. 210—211, теорема 5.2; 
22, с. 65, предложение]. 

Доказательство теоремы 2 об ортогональных на отрезке ]1,0[  С*- и С-рядах. Справедливость 

теоремы 2 вытекает из доказываемых ниже лемм 2 и 3. 

M -средние ряда Фурье (5) функции f  по ортонормированной на отрезке ]1,0[  системе    0nn x

обозначим через 

0ZN        


N

n nn
N

nN xdtttfxfM
0

1

0

)( )(:, .   (14) 

Нам понадобится следующая известная лемма [16, с. 252, теорема 6.4.2, необходимость]. 
Лемма 1. П р е д п о л о ж е н и я: 1) все функции ортонормированной на отрезке ]1,0[  системы 

   0nn x принадлежат комплексному пространству ]1,0[L ; 2) описанная выше ортонормированная 

система    0nn x  и матрица (7) связаны между собой условием 

       

1

0 0

)(
101 supsup:

0
dttxessA

N

n nn
N

nxN Z ,    (15) 

1n
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означающим равномерную ограниченность почти всюду на отрезке ортонормированности ]1,0[  всех  

M -функций Лебега ортонормированной системы    0nn x .

У т в е р ж д е н и е: если функция f  принадлежит комплексному пространству ]1,0[L , то 

 
]1,0[1]1,0[

,sup
0

  LLZ fAxfM NN .   (16) 

Необходимость утверждения теоремы 2 вытекает из следующей леммы. 

Лемма 2. П р е д п о л о ж е н и я: 1) ортонормированная на отрезке ]1,0[  система    0nn x

ограниченных всюду на отрезке ортонормированности ]1,0[  функций ( 0Zn   bn
]1,0[C ) замкнута

относительно комплексного пространства ]1,0[С  или ]1,0[С ; 2) элементы бесконечной нижней 

комплексной матрицы Хессенберга (7) имеют по всем столбцам конечные пределы: 

0Zn  C  n
N

nN :lim )( ;   (17) 

3) описанные выше ортонормированная система    0nn x  и матрица (7) связаны между собой условием 

       

1

0 0

)(
101 supsup:

0
dttxA

N

n nn
N

nxN Z ,    (18) 

означающим равномерную ограниченность всюду на отрезке ортонормированности ]1,0[  всех M -функций 

Лебега ортонормированной системы    0nn x .

У т в е р ж д е н и е: если функция f  принадлежит соответственному комплексному пространству 

]1,0[С  или ]1,0[С , то последовательность M -средних (14) её ряда Фурье (5) по ортонормированной на 

отрезке ]1,0[  системе    0nn x  будет в этом пространстве фундаментальной: 

    0,,suplim 10 

 xfMxfM NMx

N
M .   (19) 

Система   0nn xw  разрывных (исключая 1)(0 xw ) и на вещественной прямой периодических с пери-

одом 1 функций Уолша в нумерации Пэли замкнута [14, с. 62, теорема 2.6.4] относительно комплексного про-

странства ]1,0[С . Поэтому она предположению 1) леммы 2 удовлетворяет, а предположению 1) теоремы 2 — 

нет. Далее, в условиях (10) и (11) 10max x  всегда заменим на 10sup x , а в условиях (18) и (19) обратная замена 

не всегда возможна. 
Доказательство леммы 2. Очевидно отправное неравенство доказательства: 

        xgfMxfMxfM MxNMx ,sup,,sup 1010

     xfgMxgMxgM NxNMx ,sup,,sup 1010   ,   (20) 

справедливое для любой функции ]1,0[1Lg . 

Какое бы малое положительное вещественное число   мы ни задали, всегда согласно предположению 1) 

о замкнутости системы    0nn x относительно комплексного пространства ]1,0[С  или ]1,0[С  найдётся 

ортогональный на отрезке ]1,0[  полином     




 
)(

0

)(
)( :

P

n nnP xcxg , такой, что

 
14

)(sup
1

)(
10 


 

 A
xgxf P

x
.      (21) 

Из (20) и (21) согласно неравенству (16) леммы 1 получаем промежуточное неравенство доказательства: 

       ( ) ( )
0 1 0 1
sup , , sup , ,

2M N M P N P
x x

M f x M f x M g x M g x 
   


    .      (22) 
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Для всех номеров )( PNM  разность        ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 0

, ,
P M N

M P N P n n n nn
M g x M g x c x

 
  

     . 

Последовательное применение неравенства Коши—Буняковского [9, с. 33, (9.6); 16, с. 10, теорема 1.1.4] 
и равенства Парсеваля для замкнутой ортонормированной системы [9, с. 73, (15.3); 16, с. 111, теорема 3.7.1] даёт 

      





 






   










2/1
)(

0

2)()(
2/1

)(

0

2)(
)()( ,,

P

n

N
n

M
n

P

n nnPNPM xcxgMxgM  

 
2/1

)(

0

2)()(
10)(0]1,0[)( supmax2 






   


P

n

N
n

M
nnxPnP xg

L
. 

Для любого целого 0Zn  и выбранного выше вещественного числа 0  всегда согласно условию (17) 

найдётся номер ),( nR , такой, что для всех номеров ),(  nRNM  будет выполняться неравенство 

  1supmax)(12 10)(0]1,0[)(

)()()()(

2 




 xgP nxPnP

N
nnn

M
n

N
n

M
n

L

. 

Тогда для всех номеров  )(0:),(max:)(  PnnRSNM  истинно

   
2

,,sup )()(
10


 


xgMxgM PNPM

x
.  (23) 

Из неравенств (22) и (23) вытекает, что для всех номеров  )(),(max  SPNM  справедливо заключи-

тельное неравенство доказательства:      xfMxfM NMx ,,sup 10 . Оно ввиду произвола в выборе

вещественного 0  означает, что имеет место предельное равенство (19), которое в силу полноты пространств 

]1,0[]1,0[ СС   влечёт сходимость последовательности M -средних (14) в соответствующем пространстве. 

Лемма 2 доказана. 
Достаточность утверждения теоремы 2 вытекает из приводимой ниже леммы. 

Лемма 3. П р е д п о л о ж е н и я: 1) ортонормированная на отрезке ]1,0[  система    0nn x

непрерывных функций ( 0Zn   cn
]1,0[C ) из комплексного пространства ]1,0[С  или ]1,0[С ; 2) элементы

бесконечной нижней комплексной матрицы Хессенберга (7) имеют по всем столбцам единичный предел (9). 
У т в е р ж д е н и е: если последовательность M -средних (8) ортогонального на отрезке ]1,0[  ряда (6) 

удовлетворяет условию С -фундаментальности (11), то он является ортогональным рядом Фурье (5) функции 

f  из соответственного пространства ]1,0[С  или ]1,0[С . 

Доказательство. Предположение 1) леммы 3 и условие С -фундаментальности (11) в силу полноты  

[16, с. 26] комплексных пространств ]1,0[]1,0[ СС   влекут равномерную сходимость (сильную сходимость) 

последовательности M -средних (8) ортогонального на отрезке ]1,0[  ряда (6) к функции f  из 

соответственного пространства ]1,0[С  или ]1,0[С :   0)(maxlim
0

)(
10  

N

n nn
N

nxN xaxf . Отсюда 

с учётом снова предположения 1) леммы 3 получаем предельные равенства 0Zm  

    


1

0

1

0 0

)( )()()(lim dttftdttat m

N

n nn
N

nmN , из которых в силу свойства ортонормированности (4) 

имеем 0Zm   

1

0

)( )()(lim dtttfa mm
N

mN . Учёт предельных равенств (9) даёт 0Zm  

 
1

0
)()( dtttfa mm . 

Лемма 3 доказана. 
Теорема 2 полностью доказана. 
Автором теорема 2 была анонсирована в то время в чисто белорусскоязычном издании [23]. 
В случае регулярных M -средних (8) из теоремы 2 имеем лучший предшествовавший результат — тео-

рему Г. Штейнгауза об ортогональных на отрезке С -рядах [16, с. 213—214, теорема 5.7.3]. 
Для тригонометрических рядов и матрицы 
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, 

определяющей регулярные средние Фейера (3) тригонометрического ряда (2), из теоремы 2 имеем стартовую 

теорему Л. Фейера, т. е. теорему 1:  I     I .

Средние Фейера тригонометрических рядов и пространства функций ограниченной и исчезающей 
средней осцилляции. В 1961 году в своих исследованиях по теории дифференциальных уравнений с частными 

производными Ф. Джон и Л. Ниренберг [24] для вещественных функций ]1,0[1Lf  ввели -полунорму 

dxdttf
I

xf
I

f
I II
 


)(

||

1
)(

||

1
sup: ,    (24) 

где верхняя грань берётся по всем отрезкам ]1,0[I  и где I  есть длина отрезка I . Очевидно, что 

0const 
 . Когда функция ]1,0[Lf , то 

]1,0[
2 

 L
ff . 

В самом начале стендового доклада были перечислены пять рассматриваемых нами функциональных 
пространств. Дополним их список следующими двумя пространствами: 6) ]1,0[BMO  — вещественное 

пространство Джона—Ниренберга всех вещественных функций ]1,0[1Lf  с ограниченной средней осцил-

ляцией: 


f ; 7) ]1,0[VMO  — вещественное пространство Сарасона всех вещественных функций 

]1,0[BMOf  с исчезающей средней осцилляцией: 0)(
||

1
)(

||

1
suplim

00
 


dxdttf

I
xf

I I II
.

Очевидны включения: 1][0,]1,0[]1,0[ BMOVMOC  . Хотя ]1,0[ Lf  
]1,0[]1,0[

lim  LL
ff pp , 

между вещественным пространством ]1,0[L  и пересечением вещественных пространств Ф. Рисса 

]1,0[1
p

p L  имеется зазор, в котором находится пространство ]1,0[BMO : 

]1,0[]1,0[]1,0[ 1
p

p LBMOL 


   . Неограниченная вещественная функция 
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







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



,
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1
когда0,

,1,
2

1
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1
,0когда,

2

1
ln

:)(2

x

xx
xf


  (25) 

принадлежит разности ]1,0[\1][0, LBMO , а неограниченная вещественная функция 





























 


,

2

1
,0когда0,

,1,
2

1
когда,

2

1
ln

:)(3

x

xx

xf

принадлежит  разности 1][0,\]1,0[1 BMOLp
p  . 

Теорема 3. Для того чтобы вещественный тригонометрический ряд (2) являлся тригонометрическим 
рядом Фурье  V  некоторой ограниченной средней осцилляции вещественной функции ]1,0[BMOf ,
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 VI  некоторой исчезающей средней осцилляции вещественной функции ]1,0[VMOf , необходимо и доста-

точно, чтобы последовательность средних Фейера (3) этого тригонометрического ряда на отрезке ]1,0[  

 V  была ограничена по -полунорме (24),  VI  сходилась по -полунорме (24). Далее, для типичной

ограниченной средней осцилляции вещественной функции (25) справедлива оценка снизу 

e
ff N

N 2

1
inf 22

0


Z

,     (26) 

где e  — основание натурального логарифма. 

В силу теорем 1 и 3 аналогичны, во-первых, сепарабельное полное пространство ]1,0[С  и пространство 

Сарасона ]1,0[VMO : средние Фейера (3) сходятся соответственно по C -норме и по -полунорме (24), во-

вторых, несепарабельное полное пространство ]1,0[L  и пространство Джона—Ниренберга ]1,0[BMO : 

средние Фейера (3) ограничены соответственно по L -полунорме и по -полунорме (24). 

Первая часть теоремы 3:  V     V  доказана автором двумя способами  в [4] и [25] соответственно.

Вторая часть теоремы 3:  VI     VI  доказана в [25]. Оценки снизу (26) также доказана в [25, с. 139—140].

Естественно попытаться перенести теорему 3 с тригонометрических на ортогональные ряды. 

Консервативные средние тригонометрических рядов и пространства Ф. Рисса ]1,0[pL ,  p1 . 

Справедливое для функционального пространства Гильберта ]1,0[2L  равенство Парсеваля 

]1,0[

2
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1
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
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
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













  





при обобщении на пространства Ф. Рисса ]1,0[pL  с показателем 21  p  заменяется неравенством 

Хаусдорфа—Юнга 

]1,0[

1

1

1

0

1

0

1

0

2sin)(2cos)(2)( pftdtntftdtntfdttf
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
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


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
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

, 

где сопряжённый показатель ),2[
1

: 



p

p
q . 

Канадский математик Руни установил дополнительное свойство, которым обладает функция 

],[  pf L , 21  p , и доказал следующую теорему [8, с. 53, 2.3.10(3); 26, с. 765]. 

Теорема 4. Для того чтобы ортогональный на отрезке ],[   тригонометрический ряд в комп-

лексной форме 

 

n

xin
n ea   (27) 

являлся тригонометрическим рядом Фурье при показателе 21  p  некоторой функции ],[  pf L , 

необходимо и достаточно, чтобы, во-первых, сходился вещественный двусторонний ряд  




n
p

p

na 1  и,  

во-вторых, была конечной верхняя грань 

     
0

1
1 2

0 0

!
sup 1 1 .

! !

p
N

p N nn mi t
m

N n m

N
N a t t e dt

n N n


  

  

  
  

Z
 

Отметим, что Р. Эдвардс в своей монографии по поводу результатов теоремы 4 и подобных ей пишет [8, с. 52]: 
«Если читатель внимательно посмотрит на эти условия, то убедится, как трудно применять их в конкретных случаях». 
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Автор учёл, что интегралы в теореме 4 являются тригонометрическими коэффициентами Фурье  

в комплексной форме с номерами m  фундаментальных многочленов С. Н. Бернштейна   nNn tt 1 , и получил

следующий результат [3, с. 679]. 
Теорема 5. П р е д п о л о ж е н и е: элементы бесконечной нижней комплексной матрицы Хессенберга (7), 

во-первых, таковы, что ограничены в совокупности их построчные вариации: 

      
N

n

N
n

N
nN 0 10

sup Z ,    (28) 

во-вторых, имеют по всем столбцам конечные пределы (17), которые, в-третьих, отграничены от нуля: 

0inf
0

 nn Z .     (29) 

У т в е р ж д е н и е: для того чтобы тригонометрический ряд (2) являлся тригонометрическим рядом 

Фурье при показателе  p1  некоторой функции ]1,0[pf L , необходимо и достаточно, чтобы 

последовательность консервативных M -средних 

0ZN       


N

n nn
N

nN xnxnxM
1

)(
0 2sin2cos2:,2  (30) 

этого тригонометрического ряда на отрезке ]1,0[  была ограничена по pL -полунорме или, что в данном 

случае равносильно, сходилась по pL -полунорме, т. е. сходилась в среднем с показателем p . 

Неравенство Хаусдорфа—Юнга обобщил с тригонометрических рядов на ортогональные Ф. Рисс [16, с. 237, 
теорема 6.3.1; 27, с. 118]. Естественно попытаться и теоремы 4 и 5 перенести с тригонометрических на 
ортогональные ряды. 

Матричные средние тригонометрических рядов и пространства Ф. Рисса [0,1]pL ,  p1 . Для 

матричных средних (30), которые могут быть и неконсервативными, автором был получен следующий 
результат [28, с. 26, теорема 4; 29, с. 47, теорема 4; 6, с. 19—20, теорема 3, с. 29, замечание]. 

Теорема 6. П р е д п о л о ж е н и е: элементы бесконечной нижней комплексной матрицы Хессенберга (7), 
во-первых, ограничены в совокупности: 

 
  
N

nnN 00,sup ZZ ,    (31) 

во-вторых, таковы, что ограничены в совокупности их построчные вариации на диадических отрезках: 

 
    

 

 





122

12 1, 00
sup

n

N
n

N
nN ZZ ,     (32) 

в-третьих, имеют по всем столбцам конечные пределы (17), которые, в-четвёртых, отграничены от нуля (29). 
У т в е р ж д е н и е: для того чтобы тригонометрический ряд (2) являлся тригонометрическим рядом 

Фурье при показателе  p1  некоторой функции ]1,0[pf L , необходимо и достаточно, чтобы 

последовательность M -средних (30) этого тригонометрического ряда на отрезке ]1,0[  была ограничена по 
pL -полунорме. 

Очевидны импликации (28)   (31) и (28)   (32). 
Аналог теоремы 6 для кратных тригонометрических рядов доказан автором в [7, с. 4—5, теорема]. 

Аналоги теоремы 6 доказаны автором также для рядов по системе функций Уолша в нумерации Пэли [30, с. 58, 
теорема; 31, с. 11, теорема] и обобщения последних — для рядов по мультипликативным системам [32, с. 10; 
33, с. 8, теорема]. 

Для гиперболы 
x

y
1

  площадь криволинейной трапеции с основанием ),1[   бесконечна: 



1 t

dt
,  

а площади диадических криволинейных трапеций с основаниями  2 1, 2 2 1     , где   пробегает все

натуральные значения ...,3,2,1 , равны: 
 

2ln
122

12








 t

dt
. 

Поэтому очевидно: если у матрицы (7) элементы столбцов с чётными номерами суть 
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0Zn   









,2когда,1

,2когда,0
:2 Nn

NnN
n

а элементы «нечётных» столбцов суть 

0Zn  
 













  ,12когда,

2

1
1

,12когда,0
:12 Nn

n

Nn
N
n

то она удовлетворяет условиям (17), (29) и (31), (32) теоремы 6 и не удовлетворяет условию (28) теоремы 5. 
Итак, в теореме 6 помимо регулярных и консервативных матричных средних допускаются также неко-

торые неконсервативные матричные средние, которые, однако, как и в теореме 5, не порождают сходимость. 

В теореме У. и Дж. Юнгов, т. е. в теореме 1:  III     III , и в теоремах автора 5, 6, [30—33]

предположения об элементах бесконечной нижней комплексной матрицы Хессенберга (7) не зависят от 
конкретного значения показателя p  между 1 и  . Напомним один результат Ф. Рисса [34, с. 86—87, лемма]: 

для того чтобы функция ]1,0[AСF  являлась первообрáзной для функции ]1,0[),1(  pf L , необходимо и доста-

точно, чтобы для любого упорядоченного множества точек nx  на отрезке ]1,0[  была конечна верхняя грань 

 









 

1

0
1

1

1

1...0

)()(
sup

210

N

n
p

nn

p
nn

xxxx xx

xFxF

N

. 

Поэтому естественно искать эффективные условия на элементы матрицы (7), которые явно зависят от 
показателя  p1 . 

Также естественно искать такие эффективные условия на элементы матрицы (7), из которых при 2p  

получается следующий фундаментальный результат Ф. Рисса — Э. Фишера [9, с. 74; 10, с. 207, теорема (1.1); 
11, с. 168, теорема 3]. 

Теорема 7. Для того чтобы тригонометрический ряд (2) являлся тригонометрическим рядом Фурье 

некоторой функции f  из сепарабельного полного комплексного пространства Гильберта ]1,0[2L , необходимо 

и достаточно, чтобы вещественный ряд из квадратов модулей его коэффициентов 

  




1

222
0 4

n nn

сходился. 
Матричные средние ортогональных рядов и пространства Орлича. Подобно тому как естественным 

обобщением пространства Гильберта ]1,0[2L  явились пространства Ф. Рисса ]1,0[pL ,  p1 , так  

и естественным обобщением последних являются пространства В. Орлича ]1,0[L . 

Пусть на вещественной прямой R  задана неотрицательная вещественная функция  . Функция 

),0[:  R  называется выпуклой на R , если для любых двух точек 1x  и 2x  вещественной прямой R

выполняется условие 
   

22
2121 xxxx 







 
 . Геометрически это означает, что середина любой хорды графика 

функции   лежит либо над графиком функции, либо на нём. В нашем случае «выпуклость» влечёт 

«непрерывность». 
Выпуклая функция ),0[:  R  называется функцией Юнга, если она 1) чётная: Rx  )()( xx  , 

2) обращается в нуль в начале координат: 0)0(  , 3) бесконечно большая при x :  )(lim xx .

Например, выпуклая функция 
p

x , где показатель степени  p1 , является функцией Юнга. Функция 

Ry   0:)(sup:)(  xxyxy  называется дополнительной в смысле Юнга к функции )(x . Примеры:

1) если pxx
p

/:)(1  , где показатель  p1 , то qyy
q

/)(1  , где сопряжённый показатель q  связан  

с p  условием 1/1/1  qp ; 2) если 1:)(2  xex x
, то     yyyy  1ln1)(2 .
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Пусть ),0[:  R  есть функция Юнга. Пространством Орлича ]1,0[L  называется комплексное 

линейное пространство всех на отрезке ]1,0[  вещественной прямой измеримых функций f , для которых 

существует такое вещественное число 0)(  f , что конечен интеграл   
1

0
)()( dttff , с обычными 

операциями сложения функций и умножения их на комплексные числа. Краткая запись определения 
пространства Орлича: 

 






   1

0
)()(0)(:изм.,::]1,0[ dttffff CRL . 

Укажем, что имеются и другие пространства измеримых функций. Например, в теории интерполяции 
линейных операторов рассматриваются пространство Лоренца, пространство Марцинкевича. 

Функция Юнга ),0[:  R  называется N-функцией (nice Young function), если она 1) обращается  

в нуль только в точке нуль:   , 2) бесконечно малая более высокого порядка по сравнению с 

при : , 3)  бесконечно большая более высокого порядка по сравнению с  при x : 

 xxx /)(lim . Дополнительная в смысле Юнга к N-функции )(x  функция  является N-функцией. 

В абзаце перед определением пространства Орлича ]1,0[L  все компоненты пар

и  примеров 1) и 2) суть N-функции. Функция Юнга  не является -функцией. 

При N-функции ),0[:  R  пространство ]1,0[L  полно относительно полунормы Орлича 

 






   1)(:)()(sup:

1

0

1

0]1,0[
dttgdttgtff

L
, 

где есть дополнительная в смысле Юнга к )(x  N-функция. Если N-функция pxx
p

/:)(1  , где 

 p1 , то полунорма Орлича 
]1,0[

/1
]1,0[1 pfqf q

LL
 , где сопряжённый показатель q  определяется 

равенством 1/1/1  qp . 

Говорят, что функция Юнга ),0[:  R  удовлетворяет -условию, если она бесконечно большая 

медленного роста при , т. е. если существуют две вещественные постоянные  и , такие, что 

),[ 1  xx  выполняется неравенство . Функция Юнга  не является N-функцией, но 

удовлетворяет -условию. Функция Юнга 1:)(2  xex x
 является N-функцией, но не удовлетворяет

-условию. Дополнительная в смысле Юнга к  функция     yyyy  1ln1)(2  является

N-функцией и удовлетворяет -условию. 

Функции 
Юнга N-функции 

-условие 

Рисунок 2 — Функции Юнга 

Из рисунка 2 видно, что такие характеристики функций Юнга ),0[:  R  как N-функция и -усло-

вие суть логически разные характеристики. 

Для несепарабельного полного комплексного пространства ]1,0[L  и сепарабельного полного 

комплексного пространства Г. Штейнгауза ]1,0[1L  имеем: 

0)(  x  0x x

0x 0/)(lim 0  xxx x

)(y

 11 ,

 22 , x N

)(y

2
x 01 k 01 x

)()2( 1 xkx  x

2

2 )(2 x

2
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Ре
по
зи
то
ри
й Б
ар
ГУ



— 156 — 

   
1 1

1

N N N
0 0

[0,1] : ( ) ( ) : ( ) [0,1]f f t dt T f f t dt 

  

                
      
 L L L   , 

где пересечение и объединения берутся по всем N -функциям . 

Теорема 8. П р е д п о л о ж е н и я: 1) все функции ортонормированной на отрезке ]1,0[  системы 

   0nn x  принадлежат комплексному пространству ]1,0[L ; 2) элементы бесконечной нижней вещест-

венной матрицы Хессенберга (7) имеют по всем столбцам единичный предел (9); 3) описанные выше 

ортонормированная система    0nn x  и матрица (7) связаны между собой условием (15), означающим

равномерную ограниченность почти всюду на отрезке ортонормированности ]1,0[  всех M -функций Лебега 

ортонормированной системы    0nn x .

У т в е р ж д е н и е: для того чтобы ортогональный на отрезке ]1,0[  ряд (6) являлся ортогональным 

рядом Фурье некоторой функции f  из комплексного пространства Орлича ]1,0[L , необходимо и доста-

точно, чтобы 

а) при N -функции  последовательность его M -средних (8) была ограничена по L -полунорме: 

 
0

( )

0 [0,1]
sup

N N
N n n nn

a x
 

   Z
L

;

б) при N -функции , удовлетворяющей -условию, последовательность его M -средних (8) 

сходилась по L -полунорме: 

    0lim
]1,0[0

)(

0

)( 
 


L

N

n nn
N

n
M

n nn
M

n
N
M xaxa ; 

в) при N -функции  и дополнительной к ней N -функции , удовлетворяющей -условию, для 

любой функции h  из комплексного пространства Орлича ]1,0[L  комплексный ряд 

  





0

1

0
)(

n nn dtttha    (33) 

суммировался матричным методом (7): 

]1,0[ Lh    C  
N

n nnN dtttha
0

1

0
)(lim ; 

г) при N -функции , удовлетворяющей -условию, для любой функции h  из комплексного 

пространства Орлича ]1,0[L , где  есть дополнительная к  N -функция, комплексный ряд (33) 

суммировался матричным методом (7). 
Заключение. Настоящий стендовый доклад представляет собой авторское добавление (как бы 

приложение) к настольной монографии [16]. В нём классическая проблематика о том, когда ортогональный на 
отрезке ]1,0[  ряд (6) является ортогональным рядом Фурье (5) функции из определённого пространства, 

дополнена более поздними результатами. Указаны также некоторые направления дальнейших исследований. 
Молодым исследователям подскажем, что автор рассматривал аналогичные проблемы также в комплекс-

ной плоскости для рядов по системе 1)   0,( nn zO  функций, ортогональных по площади открытого 

ограниченного множества СO  , состоящего из конечного числа конечносвязных областей [35]; 

2)   0,( nn zG  функций, ортогональных по спрямляемой границе G  жордановой области G  комплексной 

плоскости C  [36; 37]; 3)  0,( nn zGF  многочленов Фабера для жордановой области СG   с гладкой границей 

G , удовлетворяющей дополнительному ограничению на её гладкость [условию Дини, ( ) условию 
С. Я. Альпера] [38]. 
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