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ДЕЙСТВИЕ КАНОНИЧЕСКИХ СТРУКТУР КЛАССИЧЕСКОГО ТИПА  
НА ОДНОРОДЫХ Ф-ПРОСТРАНСТВАХ ПОРЯДКА 5,6 

 
 

Введение.  В современной математике и многих её приложениях одним из фундаментальных понятий 
является понятие гладкого многообразия. Особую роль играют многообразия, на которых транзитивно дейст-
вует группа Ли, т. е. однородные многообразия (пространства). 

В дифференциальной геометрии важен класс редуктивных однородных пространств. В этот класс вхо-
дят так называемые однородные Ф-пространства, т. е. однородные пространства, порождаемые автоморфиз-
мами группы Ли. 

Целью работы является рассмотрение одного из однородных многообразий, которое может быть по-
рождено разными автоморфизмами транзитивно действующей группы и по разным автоморфизмам конст-
руктивно указать канонические структуры для Ф-пространств порядков 5, 6. 

Основная часть. Обозначим ܣሺθሻ ― множество всех канонических аффинорных структур на ܪ/ܩ. Спра-
ведлива следующая теорема [1]. Множество ܣሺθሻ является коммутативной подалгеброй в алгебре ܣ ― всех 
инвариантных структур. Более того, dim ܣሺθሻ =	degv ൑ dim ܪ/ܩ, где v ― минимальный многочлен оператора θ. 

Если ܯ ― гладкое многообразие, ܨ ― аффинорная структура. Тогда вводятся следующие типы струк-
тур (структуры классического типа): 

1. Структура почти произведения ܲ: ܲଶ ൌ ݅݀.  
2. Почти комплексная структура ܬ :ܬଶ ൌ െ݅݀. 
3. ݂-структура (в смысле К. Яно) ݂: ݂ଷ ൅ ݂ ൌ 0. 
4. ݂-структура гиперболического типа ݂݄: ݂݄

3 െ ݂݄ ൌ 0. 

Однородные Ф-пространства порядка 5 [1; 2]. Пусть спектр оператора θ следующий:  2 3 4specθ ε,ε ,ε ,ε .  

Определим для этого случая все канонические структуры ܲ,  ݂ и ܬ. 
(ܲ). Существует единственный (с точностью до знака) набор ξ1 ൌ 1, ξ2 ൌ െ1.  

Тогда по:	ܲ0 ൌ ܽ0 ൅ ܽ1ሺθ ൅ θ4ሻ ൅ ܽ2ሺθ
2 ൅ θ3ሻ, где ܽ0 ൌ 0, ܽ1 ൌ

2

5
ሺcos

2π

5
െ cos

4π

5
ሻ ൌ

1

√5
ൌ െܽ1. Следо-

вательно, ܲ0 ൌ
1

√5
ሺθ െ θ2 െ θ3 ൅ θ4ሻ. 

0ܬ :имеет вид ܬ Формула для канонических структур .(ܬ) ൌ ܽ1ሺθ െ θ4ሻ ൅ ܽ2ሺθ
2 െ θ3ሻ, где две принци-

пиально различные возможности: (1ܬ) ξ1 ൌ ξ2 ൌ 1. Тогда ܽଵ ൌ
ଶ

ହ
ሺsin

ଶπ

ହ
൅ sin

ସπ

ହ
ሻ;	 ܽଶ ൌ

ଶ

ହ
ሺsin

ସπ

ହ
െ sin

ଶπ

ହ
ሻ. 

Так как sin
ଶπ

ହ
ൌ

ඥଵ଴ାଶ√ହ

ସ
; sin

ସπ

ହ
ൌ

ඥଵ଴ିଶ√ହ

ସ
, то ܽଵ ൌ

ଵ

ଵ଴
ቀඥ10 ൅ 2√5 ൅ ඥ10 െ 2√5ቁ ,	 ܽଶ ൌ

ଵ

ଵ଴
ሺඥ10 െ 2√5 െ

െඥ10 ൅ 2√5ሻ. 

Можно записать проще: ܽ1 ൌ
ඥ5൅2√5

5
; 	 ܽ2 ൌ

ඥ5െ2√5

5
. 

Таким образом, ሺܬଵሻ଴ ൌ
ඥହାଶ√ହ

ହ
ሺθെ θସሻ െ

ඥହିଶ√ହ

ହ
ሺθଶ െ θଷሻ. 

Пусть теперь ξ1 .(2ܬ) ൌ 1, ξ2 ൌ െ1. Тогда с учётом предыдущих вычислений, получим:  
 

ܽ1 ൌ
2

5
ሺsin

2π

5
െ sin

4π

5
ሻ ൌ

ඥ5െ2√5

5
;            ܽ2 ൌ

2

5
ሺsin

4π

5
൅ sin

2π

5
ሻ ൌ

ඥ5൅2√5

5
⋅ 

 

Отсюда имеем вид полинома: ሺܬଶሻ଴ ൌ
ඥହିଶ√ହ

ହ
ሺθെ θସሻ െ

ඥହାଶ√ହ

ହ
ሺθଶ െ θଷሻ. 

 
(݂). Наконец, определим все канонические структуры. 

Пусть ξ1 ൌ 1, ξ2 ൌ 0. Тогда ሺ ଵ݂ሻ଴ ൌ
ඥଵ଴ାଶ√ହ

ଵ଴
ሺθെ θସሻ ൅

ඥଵ଴ିଶ√ହ

ଵ଴
ሺθଶ െ θଷሻ. 

Пусть ξ1 ൌ 0, ξ2 ൌ 1. ሺ ଶ݂ሻ଴ ൌ
ඥଵ଴ିଶ√ହ

ଵ଴
ሺθെ θସሻ െ

ඥଵାଶ√ହ

ଵ଴
ሺθଶ െ θଷሻ. 

Случаи ξ1 ൌ ξ2 ൌ 1 и ξ1 ൌ 1 ൌ െξ2 дают почти комплексные структуры. 
Итогом проделанных вычислений является следующая теорема. 
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Теорема. [1] На однородном Ф-пространстве порядка 5 имеются (с точностью до знака) следующие 

канонические структуры типа ܲ, и ݂: ܲ0	ܬ  ൌ
1

√5
ሺθ െ θ2 െ θ3 ൅ θ4ሻ 

 
ሺܬଵሻ଴ ൌ αሺθെ θସሻ െ βሺθଶ െ θଷሻ,  ሺܬଶሻ଴ ൌ βሺθെ θସሻ ൅ αሺθଶ െ θଷሻ; 
ሺ ଵ݂ሻ଴ ൌ γሺθെ θସሻ ൅ δሺθଶ െ θଷሻ,  ሺ ଶ݂ሻ଴ ൌ δሺθെ θସሻ െ γሺθଶ െ θଷሻ, 

 

где α ൌ
ඥଶାଶ√ହ

ହ
,  β ൌ

ඥଶିଶ√ହ

ହ
,  γ ൌ

ඥଵ଴ାଶ√ହ

ଵ଴
,  δ ൌ

ඥଵ଴ାଶ√ହ

ଵ଴
⋅  

При этом следующие условия эквивалентны: 
а) спектр θ состоит из 2-х элементов; 
б) структура ܲ0 тривиальна; 
в) структуры ሺܬଵሻ଴ и ሺܬଶሻ଴ совпадают (с точностью до знака); 
г) одна из структур ሺ ଵ݂ሻ଴ и ሺ ଶ݂ሻ଴ нулевая, а другая является почти комплексной структурой и совпадает 

с одной из структур ሺܬଵሻ଴ и ሺܬଶሻ଴. 
Однородные Ф-пространства порядка 6. Вычисление ܲ, ,ܬ   ݂-структур для однородных Ф-пространств 

порядка 6. Пусть спектр оператора θ имеет вид: ܿ݁݌ݏ θ ൌ ሼε, εଶ, εଷ, εସ, εହሽ. 
Определим все канонические структуры ܲ, ,ܬ   ݂. 
(ܲ0): ܲ0 ൌ ∑ ܽ݉θ

݉݊െ1
݉ൌ0 , так как у нас ݊ ൌ 2݇, где ݇ ൌ 3, то коэффициенты ܽ݉ будут вычисляться по 

следующей формуле: ܽ݉ ൌ ܽ݊െ݉ ൌ
2

݊
∑ cos

݆݉ߨ2

݊
݇െ1
݆ൌ1 ൅ ሺെ1ሻ݉ ⋅

݇ߦ
݊

. 

Поиск нетривиальных канонических ܲ структур приводит к следующим наборам:  
а) ξ1 ൌ 1, ξ2 ൌ െ1, ξ3 ൌ 1. 

݉ ൌ 0: ܽ0 ൌ
2

6
െ

2

6
൅

1

6
ൌ

1

6
; 

 

݉ ൌ 1: ܽ1 ൌ ܽ5 ൌ
2

6
cos

ߨ

3
െ

2

6
cos

ߨ2

3
െ

1

6
; 

 

݉ ൌ 2: ܽ2 ൌ ܽ4 ൌ
2

6
cos

ߨ2

3
െ

2

6
cos

ߨ4

3
൅

1

6
; 

 

݉ ൌ 3: ܽ3 ൌ
2

6
cos ߨ െ

2

6
cos 2 ߨ െ

1

6
ൌ െ

5

6
⋅ 

 
Таким образом, с учётом равенства θ5 ൅ θ4 ൅ θ3 ൅ θ2 ൅ θ ൅ 1 ൌ 0, имеем: 
 

ܲ0 ൌ
1

6
൅

1

6
θ ൅

1

6
θ2 െ

3

5
θ3 ൅

1

6
θ4 ൅

1

6
θ5 ൌ െθ3 ൅

1

6
ሺ1 ൅ θ ൅ θ2 ൅ θ3 ൅ θ4 ൅ θ5ሻ ൌ െθ3. 

 
Набор ξ1 ൌ െ1, ξ2 ൌ 1, ξ3 ൌ െ1 даёт изменение знака, т.е. ሺ ଴ܲሻଵ ൌ θଷ; 

б) ξ1 ൌ െ1, ξ2 ൌ 1, ξ3 ൌ 1. В этом случае получаем следующую структуру: ሺ ଴ܲሻଶ ൌ
ଵ

ଷ
θଷ െ

ଶ

ଷ
ሺθ ൅ θହሻ. 

В свою очередь набор ξ1 ൌ 1, ξ2 ൌ െ1, ξ3 ൌ െ1 даёт изменение знака, т.е. ܲ0 ൌ െ
1

3
θ3 ൅

2

3
ሺθ ൅ θ5ሻ; 

в) ξ1 ൌ െ1, ξ2 ൌ െ1, ξ3 ൌ 1. Здесь имеем: ܲ0 ൌ െ
1

3
൅

2

3
ሺθ2 ൅ θ4ሻ. Набор ξ1 ൌ 1, ξ2 ൌ 1, ξ3 ൌ െ1 даёт 

изменение знака, т.е. ሺ ଴ܲሻଷ ൌ
ଵ

ଷ
െ

ଶ

ଷ
ሺθଶ ൅ θସሻ; 

г) наборы ξ1 ൌ 1, ξ2 ൌ 1, ξ3 ൌ 1 и ξ1 ൌ െ1, ξ2 ൌ െ1, ξ3 ൌ െ1 дают тривиальные структуры, т.е. 

ܲ0 ൌ 1 и ܲ0 ൌ െ1 соответственно. 
Таким образом, имеем 4 (с точностью до знака) различные структуры почти произведения. 
 :Используем следующие наборы .(0ܬ)

а) ξ1 ൌ 1, ξ2 ൌ 1. 

0ܬ ൌ
2

݊
∑ ሺsin

݉ߨ

3
൅ sin

݉ߨ2

3
ሻሺθ݉ െ θ݊െ݉ሻ2

݉ൌ1 ൌ
2

6
ሺsin

ߨ

3
൅ sin

ߨ2

3
ሻሺθ െ θ5ሻ ൅ ൅

2

6
ሺsin

ߨ2

3
൅ sin

ߨ4

3
ሻ	ሺθ2 െ θ4ሻ ൌ

ൌ
1

3
ሺ
√3

2
൅
√3

2
ሻሺθ െ θ5ሻ ൅

1

3
ሺ
√3

2
െ

√3

2
ሻሺθ2 െ θ4ሻ ൌ

1

√3
ሺθ െ θ5ሻ.   

Набор ξ1 ൌ െ1, ξ2 ൌ െ1 даёт изменение знака: ሺܬ଴ሻଵ ൌ െ
ଵ

√ଷ
ሺθ െ θହሻ; 

б) ξ1 ൌ 1 , ξ2 ൌ െ1	 ⇒ 	 ሺ0ܬሻ2 ൌ
1

√3
ሺθ2 െ θ4ሻ. В случае набора ξ1 ൌ െ1, ξ2 ൌ 1. 

0ܬ :имеет вид 0ܬ ൌ െ
1

√3
ሺθ2 െ θ4ሻ. 

Таким образом, имеем 2 (с точностью до знака) различные почти комплексные структуры. 
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(݂0). Имеем следующие наборы: 

а)  ξ1 ൌ 1, ξ2 ൌ 0. 

ሺ ଴݂ሻଵ ൌ
ଵ

ଷ
⋅ √

ଷ

ଶ
ሺθ െ θହሻ ൅

ଵ

ଷ
⋅ √

ଷ

ଶ
ሺθଶ െ θସሻ ൌ

ଵ

ଶ√ଷ
ሺθ െ θହሻ ൅

ଵ

ଶ√ଷ
ሺθଶ െ θସሻ.  

Набор ξ1 ൌ െ1, ξ2 ൌ 0 даёт изменение знака. В случае набора ξ1 ൌ 0, ξ2 ൌ 1: ሺ ଴݂ሻଶ ൌ
ଵ

ଶ√ଷ
ሺθ െ θହሻ െ

ଵ

ଶ√ଷ
ሺθଶ െ θସሻ. Набор ξ1 ൌ 0, ξ2 ൌ െ1 даёт изменение знака. Таким образом, имеем 2 (с точностью до знака) 

различные f-структуры. 
Итогом вычислений является следующая теорема. 
Теорема. На однородном Ф-пространстве порядка 6 имеются (с точностью до знака) следующие 

структуры типа (P, J, f ): 
 

ሺ ଴ܲሻଵ ൌ θଷ, ሺ ଴ܲሻଶ ൌ
ଵ

ଷ
θଷ െ

ଶ

ଷ
ሺθ ൅ θହሻ, ሺ ଴ܲሻଷ ൌ

ଵ

ଷ
െ

ଶ

ଷ
ሺθଶ ൅ θସሻ; 

 

ሺܬ଴ሻଵ ൌ െ
ଵ

√ଷ
ሺθ െ θହሻ, ሺܬ଴ሻଶ ൌ

ଵ

√ଷ
ሺθଶ െ θସሻ; 

 

ሺ ଴݂ሻଵ= 
1

2√3
ሺθ െ θ5ሻ ൅

1

2√3
ሺθ2 െ θ4ሻ; 

 

ሺ ଴݂ሻଶ ൌ
ଵ

ଶ√ଷ
ሺθ െ θହሻ െ

ଵ

ଶ√ଷ
ሺθଶ െ θସሻ. 

 
Для порядка 6: ݏ ൌ ݀݅ܽ݃ሺ1,  ξ,  ξሻ, где ξ — первообразный корень из единицы степени 6. Тогда по-

лучаем следующее действие структур: 
 

ሺ ଴ܲሻଵ: ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݉ଷሻ  →  ሺെ݉ଵ, ݉ଶ, െ݉ଷሻ; 
ሺ ଴ܲሻଶ: ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݉ଷሻ  →  ሺ݉ଵ,െ ݉ଶ, ݉ଷሻ; 
ሺ ଴ܲሻଷ: ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݉ଷሻ  →  ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݉ଷሻ. 
ሺܬ଴ሻଵ: ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݉ଷሻ  →  ሺെ݅݉ଵ,  ݅݉ଶ,  ݅݉ଷሻ; 
ሺܬ଴ሻଶ: ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݉ଷሻ  →  ሺെ݅݉ଵ,െ ݅݉ଶ,  ݅݉ଷሻ; 
ሺ ଴݂ሻଵ: ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݉ଷሻ  →  ሺെ݅݉ଵ,  0,  ݅݉ଷሻ;	
ሺ ଴݂ሻଶ: ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݉ଷሻ  →  ሺ0,  ݅݉ଶ,  0ሻ. 

 
Итогом нашего рассмотрения является следующий результат. 
Теорема. На однородном многообразии ܯ ൌ ܷܵሺ3ሻ/ܶଶ имеются следующие структуры, порождённые 

автоморфизмами группы ܷܵሺ3ሻ: 
Тогда канонические структуры для Ф порядка ଴ܲ, ܬ଴,  ଴݂ для Ф порядка действуют следующим образом: 

 
ሺ ଴ܲሻଵ: ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݉ଷሻ  →  ሺെ݉ଵ, ݉ଶ, െ݉ଷሻ; 
ሺ ଴ܲሻଶ: ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݉ଷሻ  →  ሺ݉ଵ,െ ݉ଶ, ݉ଷሻ; 
ሺ ଴ܲሻଷ: ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݉ଷሻ  →  ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݉ଷሻ. 

ሺܬ଴ሻଵ: ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݉ଷሻ  →  ሺെ݅݉ଵ,  ݅݉ଶ,  ݅݉ଷሻ; 
ሺܬ଴ሻଶ: ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݉ଷሻ  →  ሺെ݅݉ଵ,െ ݅݉ଶ,  ݅݉ଷሻ; 
ሺ ଴݂ሻଵ: ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݉ଷሻ  →  ሺെ݅݉ଵ,  0,  ݅݉ଷሻ; 
ሺ ଴݂ሻଶ: ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݉ଷሻ  →  ሺ0,  ݅݉ଶ,  0ሻ 

 
Заключение. В заключении, отметим, что к настоящему времени получена значительная информация 

об однородных Ф-пространствах малых порядков, а также серия общих фактов об однородных Ф-простран-
ствах произвольного порядка ݇ и их связи с обобщённой эрмитовой геометрией.  
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