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МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫЕ РЯДЫ И ПРОСТРАНСТВА РИССА 
 
 

В терминах матричных средних указано условие, 
необходимое и достаточное для того, чтобы ряд по муль-
типликативной системе являлся рядом Фурье функции из 
пространств Рисса. 
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Введение. Известен  ряд по системе Уолша в нумерации Пэли, который сходится почти всюду 
на полуинтервале [0, 1)  и который не является рядом Фурье своей суммы (см. [1, с. 75, 92—95] или  
[2, с. 345—348]). 

В настоящей работе в терминах матричных средних указано условие, необходимое и достаточ-
ное для того, чтобы ряд по мультипликативной системе являлся рядом Фурье функции из пространств 
Ф. Рисса [0, 1)pL , 1 p< <∞ . В обозначениях в основном мы стремимся следовать монографии [1]  
и в [0, 1)pL  не различаем функции, совпадающие почти всюду [1, с. 60, 326]. Символ « := » означает, 
что правой части присвоено обозначение слева; аналогичный смысл имеет символ « := ». 

 
Начальные сведения. Обозначим через 0Z  множество всех неотрицательных целых чисел,  

а через 1Z  множество всех натуральных чисел. 

Пусть { } 1
: j j

P p
∞

=
=  eсть произвольная последовательность натуральных чисел 2jp ≥ . Обозначим: 

0 : 1m =  и 1Z∀ν∈  
1

: .ν
ν =
=∏ jj

m p  Тогда для любого натурального числа n  имеем P -ичную запись 

( )
11

nn mσ
ν ν−ν=

= α∑ , коэффициенты («цифры») которой [ ] 00, 1 ,ν να ∈ −p Z  a «старший» коэффициент 

( ) 0nσα ≠ . Очевидно, что )(1)( nn mnm σ−σ <≤ . 

Если все ðàâí û 10,jp  то имеем 10 -ичную запись натурального числа n . Если же все ðàâí û 2,jp  

то имеем применяемую в вычислительной технике 2 -ичную запись числа 1n Z∈ . 

Каждому действительному числу [0, 1)x∈  поставим в соответствие последовательность { } 0x ∞
ν ν=  

коэффициентов его P -ичного разложения 
1

x
x

m

∞
ν

νν=

=∑ . 

Так как 10 -ично-рациональное число 1/2  имеет две записи в виде десятичной дроби: 1/2 0,5=  — 
конечная запись и 1/2 0,4999...=  — бесконечная запись, то условимся P -ично-рациональным числам 
ставить в соответствие финитные последовательности. 

Последовательность V  функций, определяемых равенствами  
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где i  есть мнимая единица с характеристическим свойством 2 1i = − , называется мультипликативной 
системой; она (как известно [1, с. 32]) ортонормированна на полуинтервале определения [0, 1):   
 

0l Z∀ ∈       0m Z∀ ∈        ( )
1 _________

0

1, êî ãäà ,
, ( , )

0, êî ãäà ,l m
l m

P x P x dx
l m
=

χ χ =  ≠∫  

 

где горизонтальная черта означает комплексное сопряжение: i i=− . 
Обозначение V  в честь Н. Я. Виленкина, который в [3, с. 469–470] ввёл в терминах теории функций 

действительного переменного функции ( , )n P xχ . Название «мультипликативная система» объясняется 
тем, что функции системы V  обладают следующими двумя свойствами: 1) вместе с любыми двумя 
функциями ( , )l P xχ  и ( , )m P xχ  система V  содержит их произведение ( , ) ( , ) ( , )r l mP x P x P xχ = χ ⋅ χ ; 

2) вместе с каждой функцией ( , )n P xχ  система V  содержит и функцию 1( , ) .
( , )s

n
P x

P x
χ =

χ
 

Постоянная последовательность { } 12 j
∞
=  порождает действительную систему { } 0: ( )i iW w x ∞

==  

функций Уолша в нумерации Пэли, которая рассматривалась автором в [4, с. 58, теорема] и [5]. 
 

Основной результат. Через A  обозначим последовательность { } 0i ia ∞
=  комплексных чисел. 

Теорема. Предположение о порождающей последовательности: ограничена последовательность 

{ } 1
: j j

P p
∞

=
=  натуральных чисел 2jp ≥ . 

Предположение о методе суммирования: элементы бесконечной нижней треугольной 
комплексной матрицы ( ),: n iÌ = µ , где 0Z n∋  — номер строки, а 0Z i∋  — номер столбца, 

удовлетворяют четырём условиям: 1) ограничены в совокупности:  
 

2
0

1 ,( , )
( ) : sup n in i Z

Ñ M
∈

= µ < ∞ ; (1) 
 

2) ограничены в совокупности их построчные вариации на P -адических отрезках:  
 

1
2

0

1
2 , , 1( , )
( , ) : sup ;m

n i n ii mn Z
Ñ P M ν+

ν

−
+=ν ∈

= µ −µ < ∞∑  (2) 
 

3) элементы имеют по всем столбцам конечные пределы:  
 

0i Z∀ ∈       ,lim : ;n n i i C→∞∃ µ = ρ ∈     (3) 
 

4) последние почти все отделены от нуля:  
 

liminf : 0.i i→∞ ∞∃ ρ = ρ >     (4) 
 

Утверждение: при двух указанных выше предположениях для того, чтобы при показателе 
1 p< <∞  формальный комплексный ряд по системе { } 0: ( , )i iV P x ∞

== χ  мультипликативных функций  
 

0
( , )i ii

a P x∞

=
χ∑     (5) 

 

являлся рядом Фурье по системе V некоторой функции f из комплексного пространства Рисса [0, 1)pL , т. е. 
 

[0, 1)pf∃ ∈L       0i Z∀ ∈       
________ ^1

0
( ) ( , ) : ( ),i ia f t P t dt f i= χ =∫  (6) 

 

необходимо и достаточно, чтобы последовательность матричных средних 
 

0n Z∀ ∈      ,0
( , )n

n i i ii
a P x

=
µ χ∑     (7) 

 

формального ряда (5) была ограничена в пространстве [0, 1)pL : 
 

03 ,0
( , , ) : sup ( , ) .n

n Z n i i ii p
Ñ M A V a P∈ =

= µ χ < ∞∑      (8) 
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Вышесформулированная теорема без доказательства была приведена автором в [6, с. 10]. Частный 
случай этой теоремы, когда порождающая последовательность { } 12 jP ∞

== , был опубликован автором в [5]. 

Смысл условий (1)—(4) автор подробно разъяснил в [5] применительно к постоянной 
порождающей последовательности { } 12 jP ∞

== , т. е. применительно к действительной системе 

{ } 0: ( )i iW w x ∞
==  функций Уолша в нумерации Пэли. 

Если порождающая последовательность { } 12 jP ∞
==  и функция [0, 1)pf ∈L , 1p> , то её ряд Фурье—

Уолша—Пэли сходится к ( )f x  почти всюду на [0, 1):  [1, с. 189, теорема 9.2.1: 2p= ], [2, с. 135, 
теорема 14: 1p> ], [7, с. 388, теорема: 2p= ]. Предыдущего утверждения прототипом в теории 
тригонометрических рядов Фурье является теорема Карлесона—Ханта [8; 9]. 

Справедливость теоремы следует из доказываемых ниже леммы 1 (необходимость) и леммы 2 
(достаточность). 

 
Доказательство необходимости основного результата опирается на формулируемые ниже два 

утверждения. 
Обозначим через 
 

0Z∀ν∈      1 1( , , ) : ( ) ( , )m
ii m

x Ð f f i P xν+

ν

∧−
ν =

∆ = χ∑  
 

P -адические отрезки ряда Фурье по мультипликативной системе V  функции 1 [0, 1)f ∈L , т. е. ряда (5),  
в котором все коэффициенты ia  определяются по формулам (6). 

Лемма Ватари о P -адическом разложении (см. [10, с. 217, теорема Р', (4.1)] или [11, с. 148, (5.1)]). 

Предположение о порождающей последовательности: ограничена последовательность { } 1
: j j

P p
∞

=
=  

натуральных чисел 2jp ≥ . 

Утверждение: если при показателе 1 p< <∞  функция f  принадлежит комплексному 

пространству Рисса [0, 1)pL , то 
 

/22
1 2

4 500
( , ) (0) ( , , ) ( , ) ,

∧ ∞
νν=

 
 ≤ + ∆ ≤
  

∑∫
p

p pp p
p pC P p f f x P f dx C P p f     (9) 

 
где постоянные 4 0C >  и 5C  зависят только от порождающей последовательности P  и показателя p . 
Точный смысл левого неравенства (9): если при показателе 1 p< <∞  формальный комплексный ряд (5) 
по мультипликативной системе V  удовлетворяет условию  

 

1
/221 12

6 0 00
( , , ) : ( , ) ,

p
mp

i ii m
C A P p a a P x dxν+

ν

∞ −

ν= =

 
= + χ < ∞ 

 
∑ ∑∫  

 
то существует функция [0, 1)pf ∈L , такая, что 6 4( , , )/ ( , )pf C A P p C P p≤  и формальный ряд (5) 

является её рядом Фурье по системе .V  

Для частного случая действительной системы { } 0: ( )i iW w x ∞
==  функций Уолша в нумерации Пэли 

предыдущую лемму доказал ранее Пэли [12, с. 249]. Прототипом лемм Пэли и Ватари в теории триго-
нометрических рядов Фурье является лемма Литлвуда—Пэли [13, с. 349]. 

Для P -адических отрезков ( , , )x Ð fν∆  ряда Фурье по мультипликативной системе V  функции 
1[0, 1)f ∈L  их частные суммы  

 

0n Z∀ ∈       [ ] 1

1

0, êî ãäà 0 ,

ˆ, , ( , ) ( ) ( , ), êî ãäà 1,

( , , ), êî ãäà 1.

n
n ii m

n m

S x P Ð f f i P x m n m

x Ð f n m
ν

ν

ν ν ν+=

ν ν+

≤ <
∆ = χ ≤ < −


∆ ≥ −

∑  
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Лемма о мажорировании интегралов. Предположение о порождающей последовательности: 

ограничена последовательность { } 1
: j j

P p
∞

=
=  натуральных чисел 2jp ≥ . 

Утверждение: если при показателе ∞<< p1  функция f  принадлежит комплексному 

пространству Рисса )1,0[pL , то, каковы бы ни были действительные числа 0iγ ≥  и каково бы ни 
было целое число ,0≥k   

 

[ ]{ }1 1
/2 /21 121 1 2

70 00 0
, , ( , ) ( , ) ( , , ) ,

p pk m k mp
i i ii m i m

S x P Ð f dx C P p x Ð f dxν+ ν+

ν ν

− −
ν νν= = ν= =

 γ ∆ ≤ γ ∆  ∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫  

 
где постоянная 7C  зависит только от порождающей последовательности P  и от показателя p . 

Вышесформулированная лемма доказывается [14, с. 17, лемма 6] по той же схеме, что и её 
прототип [13, с. 337, лемма (2.15)] в теории тригонометрических рядов Фурье. 

Обозначим через  
 

0n Z∀ ∈  
     ,0

( , , ) : ( ) ( , )n
n n i ii

M x P f f i P x
∧

=
= µ χ∑   (10) 

 
матричные средние ряда Фурье по мультипликативной системе V  функции 1[0, 1).∈Lf  

Лемма 1. Предположение о порождающей последовательности: ограничена последовательность 

{ } 1
: j j

P p
∞

=
=  натуральных чисел 2jp ≥ . 

Предположение о методе суммирования: элементы бесконечной нижней треугольной комплексной матрицы 

( ),: n iÌ = µ , где 0Z n∋  — номер строки, а 0Z i∋  — номер столбца, удовлетворяют двум условиям: (1) и (2).  

Утверждение: если при показателе ∞<< p1  функция f  принадлежит комплексному 

пространству Рисса )1,0[pL , то последовательность матричных средних (10) её ряда Фурье по 
мультипликативной системе V  будет ограниченной в пространстве [0, 1)Lp :   

 

0

1
80

sup ( , , ) ( , , ) ,∈ ≤∫ p pp
n Z n pM x Ð f dx C Ð M p f  (11) 

 
где постоянная 8C  зависит только от порождающей последовательности ,P , матрицы Ì   
и показателя p . 

Доказательство. Очевидно, что 1n Z∀ ∈  1( )k n Z∃ ∈  ( ) ( ) 1.+≤ <k n k nm n m  Так как при i n>  элементы 

, ðàâí û 0,µn i  то для матричных средних (10) ряда Фурье по мультипликативной системе V  функции 

[0, 1)pf ∈L , 1 p< <∞ , имеем следующую P -адическую группировку:  
 

1( ) 1
,0 ,0

ˆ( , , ) (0) ( ) ( , ).k n m
n n n i ii m

M x P f f f i P xν+

ν

∧−

ν= =
= µ + µ χ∑ ∑  

 
Из неё с помощью левого неравенства Ватари (9) получаем оценку  

 

1

/22
21 1 ( ) 1

4 ,0 ,00 0
ˆ( , , ) ( , ) (0) ( ) ( , ) .

p
k n mp p

n n n i ii m
M x P f dx C P p f f i P x dxν+

ν

∧−−
ν= =

 
 ≤ µ + µ χ
  

∑ ∑∫ ∫  (12) 

 
Для P -адических отрезков матричных средних (10) ряда Фурье по мультипликативной системе 

V  функции f  с помощью преобразования Абеля [1, с. 149] имеем  
 

( ) [ ]1 1
1

1 1
, , , 1 ,( ) ( , ) , , ( , ) ( , , ).ν+ ν+

ν+ν ν

∧− −
+ ν ν= =

µ χ = µ −µ ∆ +µ ∆∑ ∑m m
n i i n i n i i n mi m i m

f i P x S x P P f x P f  
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Отсюда после записи модуля общего слагаемого в виде произведения  
 

[ ] ,),(,,
2/1

1,,

2/1

1,, fPPxSiinininin ν++ ∆µ−µ⋅µ−µ  
 

использования неравенства Коши—Буняковского для сумм [1, с. 326, П.5.2.2] и условий (1) и (2), получаем  
 

[ ] [ ]{ }1 1

1

2
1 1 2 2

, 1 2 , , 1 ,( ) ( , ) ( ) ( , ) , , ( , ) ( , , ) .
m m

n i i n i n i i n mi m i m
f i P x Ñ Ì Ñ P Ì S x P P f x P fν+ ν+

ν+ν ν

∧− −

+ ν ν= =
µ χ ≤ + µ −µ ∆ + µ ∆∑ ∑  (13) 

 
Подстановка неравенства (13) в (12) даёт  
 

[ ]{ } {
1 21 1/2

1 2 4 ,00
0

ˆ( , , ) ( ) ( , ) / ( , ) (0)≤ + × µ +∫ ∫
pp

n nM x P f dx C M C P M C P p f  

[ ]
1

1

1( )
2 2 /2

, , 1 ,
0

, , ( , ) ( , , ) .
ν+

ν+
ν

−

+ ν ν
ν= =

   + µ −µ ∆ + µ ∆ 
    

∑ ∑
mk n

p
n i n i i n m

i m
S x P P f x P f dx  

 
Отсюда после использования леммы о мажорировании интегралов и повторного применения условий 
(1) и (2) 1Zn∈∀  получаем неравенства 
 

[ ] /21 1 ( )2 21 2 7

4 00 0

( ) ( , ) ( , ) ˆ( , , ) (0) ( , , ) .
( , ) ν

ν=

  + ≤ ⋅ + ∆  
      

∑∫ ∫
pp k n

p
n

C M C P M C P p
M x P f dx f x P f dx

C P p
 

 
Из них благодаря правому неравенству Ватари (9) получаем (11) с постоянной 

[ ]{ }8 1 1 2 7 5 4( , , ): max ( ), 2 ( ) ( , ) ( , ) ( , )/ ( , ) .C P M p C M C M C P M C P p C P p C P p= +  Лемма 1 доказана. 
Полезно обратить внимание на различия в применении неравенства Ватари (9). В начале оно 

применялось ко всем полиномам по мультипликативной системе V  (полиномам Виленкина) 
[0, 1) [0, 1)p

nM ∞∈ ⊂L L , 1 p< <∞  (зависимость от элементов ,n iµ  налицо), а в конце — к функции 

[0, 1)pf ∈L , ∞<< p1  [явная зависимость от элементов ,n iµ  была устранена двукратным применением 
условий (1) и (2)]. 

Прототип леммы 1 в теории кратных тригонометрических рядов Фурье доказал автор  
[14, с. 6—8, лемма 1]. 

 
Доказательство достаточности основного результата опирается на формулируемую ниже 

лемму о мультипликаторах. 
Комплексная последовательность { } 0i i

∞
=λ  называется мультипликатором типа ( )pp LL ,  рядов 

Фурье по мультипликативной системе V , если для каждой функции g  из комплексного пространства 

[0, 1)pL , ∞≤≤ p1 , формальный мультипликативный ряд 
0

( ) ( , )i ii
g i P x
∧∞

=
λ χ∑  является рядом Фурье 

по мультипликативной системе V  некоторой функции f  из пространства [0, 1)pL . 
Лемма о мультипликаторах рядов Фурье по мультипликативной системе V  [15, с. 16, 

теорема 1]. Предположение о порождающей последовательности: ограничена последовательность 

{ } 1
: j j

P p
∞

=
=  натуральных чисел 2jp ≥ . 

Утверждение: если комплексная последовательность { } 0i i
∞
=λ , во-первых, ограничена: 

0
supi Z i∈ λ < ∞ , во-вторых, имеет ограниченные в совокупности вариации на P -адических отрезках: 

1
0

1
1sup m

Z i ii m
ν+

ν

−
ν∈ +=

λ − λ < ∞∑ , то она является для всех показателей ∞<< p1  мультипликатором 

типа ( )pp LL ,  рядов Фурье по мультипликативной системе .V  

Специальный случай предыдущей леммы для действительной системы { } 0: ( )i iW w x ∞
==  функций 

Уолша в нумерации Пэли доказал ранее Ватари [16, с. 248, теорема 6]. Прототипом вышесформулиро-
ванной леммы является в теории тригонометрических рядов Фурье лемма Марцинкевича [13, с. 346—347]. 

Ре
по
зи
то
ри
й Б
ар
ГУ



— 12 — 
 

Лемма 2. Предположение о порождающей последовательности: ограничена последовательность 

{ } 1
: j j

P p
∞

=
=  натуральных чисел 2jp ≥ . 

Предположение о методе суммирования: элементы бесконечной нижней треугольной комплексной 
матрицы ( ),: n iÌ = µ , где 0Z n∋  — номер строки, а 0Z i∋  — номер столбца, удовлетворяют трём 

условиям: (2)—(4). 
Утверждение: при двух указанных выше предположениях из ограниченности (8) в комплексном 

пространстве [0, 1)pL , ∞<< p1 , матричных средних (7) формального комплексного ряда (5) по 
мультипликативной системе V  следует, что формальный ряд (5) является рядом Фурье по системе V  
некоторой функции [0, 1)pf ∈L , т. е., что имеют место равенства (6). 

Доказательство. Ш а г 1. Условие pL -ограниченности (8), согласно известной теореме  
[17, с. 40, теорема 1.6.6], влечёт существование подпоследовательности { }∞=0ννn  последовательности 0Z  

всех неотрицательных целых чисел и существование функции [0, 1)pg∈L  с нормой 3 ( , , )pg C M A V≤ , 

таких, что для любых функций )(xu  из сопряжённого пространства [0, 1)p′L , где 1/ 1/ 1p p′+ = , имеет 
место предельное равенство  

 
1 1

,00 0
lim ( ) ( , ) ( ) ( ) .ν

νν→∞ =
µ χ =∑∫ ∫

n
n i i ii

u x a P x dx u x g x dx  

 

Беря в нём 
_________

( ) ( , ) [0, 1) [0, 1)p
mu x P x ′∞= χ ∈ ⊂L L , где 0m Z∈ , и учитывая свойство ортонормированности 

мультипликативной системы V  на полуинтервале )1,0[  (см. начальные сведения), а также 

определение (6) коэффициентов Фурье относительно системы V  функции [0, 1),pg∈L  получаем: 

0m Z∀ ∈  ,lim ( ).
ν

∧

ν→∞ µ =n m ma g m  Отсюда на основании предельных равенств (3) имеем:  
 

0m Z∀ ∈      ( ).m ma g m
∧

ρ =  (14) 
 
Если последовательность { }∞=ρ 0mm  постолбцовых пределов элементов матрицы М  является 

единичной последовательностью { } 01 m
∞
= , то доказательство частного случая леммы 2 закончено  

с функцией :f g= . 

Бесконечная нижняя треугольная комплексная матрица ( ),: n iÌ = µ  определяет регулярный 

(сохраняющий сумму) метод суммирования комплексных рядов 
0 ii
a∞

=∑ , если из существования 

конечного предела 
0

lim :n
n ii

a s→∞ =
=∑  всегда следует существование предела ,0

lim n
n n i ii

a s→∞ =
µ =∑  

[18, с. 62, § 3.2]. Согласно теореме Тёплица элементы регулярной матрицы ( ),: n iÌ = µ  удовлетворяют 

двум условиям [19, с. 20, следствие 1.1]: 1) ограничены в совокупности их построчные вариации: 

0 , , 10
sup n

n n i n ii∈ +=
µ −µ < ∞∑Z  [отсюда вытекают условие ограниченности (1) и условие (2)];  

2) имеют по всем столбцам единичный предел: 0i Z∀ ∈  ,lim 1n n i→∞∃ µ = . Стало быть, предположение 

предыдущего абзаца заведомо выполняется, если матрица М  определяет регулярный метод суммиро-
вания комплексных рядов. 

Ш а г 2. В случае же { } { } 00 1m mm
∞ ∞

==ρ ≠  доказательство продолжается. 

Благодаря условию (4) существует такой номер qr m= , что все члены последовательности 

{ } 0i i
∞
=ρ  с номерами ri ≥  удовлетворяют неравенству  

 
05,0 >ρ≥ρ ∞i . (15) 
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Поскольку функция [0, 1)pg∈L  и поскольку все мультипликативные функции ( , )i P xχ  имеют 

единичный модуль, то разность 
1
0

( ) ( )r
i i ii

g x a w x−

=
− ρ∑  принадлежит пространству [0, 1)pL  и имеет ряд 

Фурье по системе V  вида  
 

ï .â.1
0

( ) ( , ) ( ) ( , ),
∧− ∞

= =
− ρ χ = χ∑ ∑r

i i i ii i r
g x a P x g i P x  

 

где символ «
.âï.

= » означает равенство почти всюду на [0,1). 
Предельным переходом в неравенствах  
 

0Z∈ν∀       0n Z∀ ∈       1 1
, , 1 2 ( , )m

n i n ii m
Ñ P Mν+

ν

−
+=

µ −µ ≤∑    (2′) 
 

при фиксированном 0Zν∈  по ,∞→n  ввиду конечности сумм и условию (3), получаем неравенства  
 

0Z∀ν∈      1 1
1 2 ( , )m

i ii m
Ñ P Mν+

ν

−
+=

ρ −ρ ≤∑ . 
 

Из них и неравенства (15) имеем  
 

1 2sup
i r i≥ ∞

≤
ρ ρ

,     
1 1

2
2

1

4 ( , )1 1sup
m

q i ii m

C P Mν+

ν

−

ν≥ += ∞

− ≤
ρ ρ ρ

∑ . 

 

Тогда, согласно лемме о мультипликаторах рядов Фурье по мультипликативной системе V  ( ): 1/ ,i iλ = ρ  

формальный ряд ( )1/ ( ) ( , )i ii r
g i P x
∧∞

=
ρ χ∑  является рядом Фурье по системе V  некоторой функции 

[0, 1),∈Lph  т. е. [0, 1)ph∃ ∈L  ri Z∀ ∈  ( )1/ ( ) ( )i g i h i
∧ ∧

ρ = , где rZ  есть множество всех целых чисел r≥ . 

Из предыдущего с учётом (14) имеем: ri Z∀ ∈  ( )ia h i
∧

= . 
Таким образом, формальный комплексный ряд (5) по мультипликативной системе V  является рядом 

Фурье по системе V  функции 
1
0

( ) : ( , ) ( ) [0,1)r p
i ii

f x a P x h x−

=
= χ + ∈∑ L , 1 .< < ∞p  Лемма 2 доказана. 

Доказательство основного результата закончено. 
Замечание к шагу 2 доказательства леммы 2. Бесконечная нижняя треугольная комплексная 

матрица ( )inÌ ,: µ=  определяет консервативный (сохраняющий сходимость) метод суммирования 

комплексных рядов 
0

,∞

=∑ ii
a  если из существования конечного предела 

0
lim :n

n ii
a s→∞ =
=∑  всегда 

следует существование конечного предела ,0
lim :n

n n i ii
a→∞ =

µ = τ∑  [18, с. 62, § 3.2]. В случае sτ =  
имеем регулярный метод суммирования комплексных рядов. Cогласно теореме Кожима элементы 
консервативной матрица ( ),: n iÌ = µ  удовлетворяют двум условиям [19, с. 17—18, теорема 1.3]: 

1) ограничены в совокупности их построчные вариации: 
0 , , 10

sup n
n n i n ii∈ +=

µ −µ < ∞∑Z ; 2) имеют по 

всем столбцам конечные пределы: 0i Z∀ ∈  ,lim :n n i i C→∞∃ µ = ρ ∈ . 

Если бесконечная нижняя треугольная комплексная матрица ( ),: n iÌ = µ  определяет консерва-

тивный метод суммирования числовых рядов и если все постолбцовые пределы отделены от нуля: 
0inf

0
>ρ∈ iZi , то частные суммы рядов Фурье функций f  и g  связаны между собой следующим 

образом [20, с. 682]:  
 

0n Z∀ ∈      
1

10

1 1 1( , , ) ( , , ) ( , , ),
n

n i n
i i ni

S x P f S x P g S x P g
−

+=

 
= − + ρ ρ ρ 
∑  

 

где 0n Z∀ ∈  
0

( , , ) : ( ) ( , )n
n ii

S x P g g i P x
∧

=
= χ∑ . Тогда шаг 2 доказательства леммы 2 можно провести, 

опираясь на формулируемую ниже лемму. 
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Лемма Ватари об pL -ограниченности [10, с. 224, теорема 2]. Предположение о порождающей 

последовательности: ограничена последовательность { } 1
: j j

P p
∞

=
=  натуральных чисел 2jp ≥ . 

Утверждение: если при показателе 1 p< <∞  функция g  принадлежит комплексному пространству 

Рисса [0, 1)pL , то  
 

0n Z∀ ∈      
1

90
( , , ) ( , ) .≤∫ p pp

n pS x P g dx C P p g  

 
Предостережение. Исторически так сложилось, что теория тригонометрических рядов Фурье 

служила эталоном при рассмотрении рядов Фурье по другим ортонормированным системам. Поэтому 
выше мы указывали тригонометрические прототипы теорем о мультипликативных рядах. В связи  
с этим предостережём от ложных умозаключений. 

Если исключить значения в точках разрыва, то для первых восьми функций Уолша в нумерации 
Пэли имеем: 0 ( ) 1w x = ,  1( ) sgn sin 2w x x= π ,  xxw π= 2sinsgn)(1 ,  2 ( ) sgn sin 4w x x= π , 3 ( ) sgn cos 2 ,w x x= π  

4 ( ) sgn sin8w x x= π , xxw π= 6cossgn)(5 , xxw π= 4cossgn)(6 , xxw π= 6sinsgn)(7 . Отсюда видно, что 

первым восьми функциям системы Уолша—Пэли { } 0: ( )i iW w x ∞
==  соответствуют не первые восемь 

функций действительной тригонометрической системы {1,cos 2 ,sin 2 ,..., cos 2 ,sin 2 ,...}x x n x n xπ π π π ,  
а первые восемь функций некоторой переставленной тригонометрической системы. 

Моргенталер в параграфе 6 своей диссертации [21, с. 487—492] доказал теоремы о рядах 
Фурье—Уолша—Пэли, которые аналогичны теоремам о тригонометрических рядах Фурье, приведённым 
в параграфах 4, 5 и 11 главы IV монографии [22, с. 221—241, 282—287] его научного руководителя 
Антони Зигмунда. Однако полной аналогии нет; сравните [21, с. 489, теорема 16] или [23, с. 250, 
теорема 4] с [22, с. 222, теорема (4.3)] и [21, с. 49, теорема 18] с [22, с. 282, теорема (11.4)]. 

 
Заключение. В настоящей работе в терминах матричных средних указано условие, 

необходимое и достаточное для того, чтобы формальный комплексный ряд по мультипликативной 
системе являлся рядом Фурье функции из комплексных пространств Ф. Рисса [0, 1),Lp  1 p< <∞ . 
Укажем поля приложения сил молодых исследователей относительно следующей шкалы пространств:  

 
(1, )p∀ ∈ ∞      1[0, 1) [0, 1) [0, 1)p∞

≠ ≠
⊂ ⊂L L L . 

 
Достоинством условия (2) является то, что оно явно зависит от порождающей последова-

тельности { } 1
: :

∞

=
= j j

P p  1Z∀ν∈  
  1

: .ν
ν =
=∏ jj

m p  Недостатком эффективных условий (1)—(4) нашего 

основного результата является то, что они не различают значения показателей p  между 1  и ∞ . В сход-
ных исследованиях ставится задача преодолеть указанный недостаток и получить эффективные условия, 
которые явно зависят от показателя p : [24, с. 130, 6.2.5], [25, с. 156]. 

Одним из обобщений пространств Ф. Рисса [0, 1)pL , 1 p< <∞ , являются пространства Орлича 

[0, 1)ϕL :  1[0, 1) [0, 1),ϕ
ϕ∈ ⊃L LN  где объединение берётся по всем N -функциям ( ).ϕ u  Автор 

исследовал проблему «когда тригонометрический и, более общо, ортогональный ряд является рядом 
Фурье функции из пространств Орлича» в [26, с. 24, теорема 1], [27, с. 21—22, теорема 5], [28, с. 231, 
теорема 1, 1)], [29, с. 20, теорема]. Но, помимо pL  и ,φL  имеются и другие пространства измеримых 
функций, например, пространства Марцинкевича и Лоренца [30, с. 155]. 

В исследованиях по теории дифференциальных уравнений в частных производных Джон  
и Ниренберг ввели пространство ( )TÂÌ Î  функций ограниченной средней осцилляции, где 

: / 2 .= πT R Z  Хотя ( )f T∞∀ ∈L  существует предел lim p pf f→∞ ∞= , однако имеют место строгие 

включения 1( ) ( ) ( ).∞
< <∞

≠ ≠
⊂ ⊂L BMO Lp

pT T T  Сарасон ввёл подпространство ( ) ( )T T
≠
⊂VMO ÂÌ Î  

функций исчезающей средней осцилляции. Автор исследовал проблему «когда тригонометрический 
ряд является рядом Фурье функции из пространств )(TВМО  или ( )VMO T » в [31, с. 485, теорема 4], 
[27, с. 21, теорема 4], [32, с. 101—102, теорема 2], [33, с. 232, теорема 2], [34, с. 55, теорема 4]. 
Доказательства автора опирались на теорему Феффермана о том, что для функции ( )f T∈ÂÌ Î  можно 
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найти две функции ∞φ∈L  и ,∞ψ∈L  такие, что ( ) ( ) ( ) constf x x x= φ +ψ +  и ( ) 10max , ,C f∞ ∞ ∗φ ψ ≤  

где ψ  есть функция, тригонометрически сопряжённая к функции ψ . Интересно выяснить, когда 
мультипликативный ряд (в частности, ряд Уолша) является рядом Фурье функции из пространств 

)1,0[ВМО  или )1,0[VMO  [35, с. 68]. 
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Введение. Настоящая работа посвящена развитию идей научного руководителя автора настоящей 

статьи (немцы говорят Doktorvater) Покало Анатолия Константиновича (11.12.1922—14.12.2006). Его 
научным руководителем был Турецкий Абрам Хаимович (13.09.1905—01.03.1975), который являлся 
учеником Бернштейна Сергея Натановича (05.03.1880—26.10.1968). А. Х. Турецкий говорил автору, что 
его аспирант А. К. Покало самостоятельно проработал монографию [1] Харди Годфри Харольда 
(07.02.1877—01.12.1947). Сам А. К. Покало в присутствии свидетелей признавал, что его путь в науку 
определила статья [2] Стечкина Сергея Борисовича (06.09.1920—22.11.1995). Труды четырёх 
вышеназванных математиков позволяют реконструировать ход мыслей А. К. Покало. 

В обозначениях мы стремимся следовать двухтомной монографии Р. Эдвардса [3; 4]. Символ  
« =: » означает, что правой части присвоено обозначение слева; аналогичный смысл имеет символ « := ». 

 
Метод А. К. Покало суммирования числовых рядов. Возник под влиянием теории простых 

тригонометрических рядов Фурье. 
Функция 1( )f T∈L  порождает, во-первых, двустороннюю числовую последовательность 

1ˆ ( ) : ( )
2

i nt

n

f n f t e dt
∞π

−

−π =−∞

 
 =
 π 

∫  тригонометрических коэффициентов Фурье функции f  и, во-вторых, 

двусторонний функциональный  
 

ˆ ( ) i n x
n

f n e∞

=−∞∑   (1) 
 

тригонометрический ряд Фурье функции f . 
Если периодическая с периодом 2π  функция f  удовлетворяет условию Липшица первого 

порядка, т. е. если (см. [5, с. 155, теорема 1] или [6, с. 38])  
 

( ) ( )1 2 1 2f x f x f x x∞
′− ≤ ⋅ − ,  

 
то, как показал С. Н. Бернштейн, отклонение функции f  от средних Фейера её тригонометрического 
ряда Фурье [7, с. 205, (200)]  

 

lnˆmax ( ) 1 ( )
1

N
in x

x n N
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N N−π≤ ≤π =−

   − − =   +   
∑ ,      N →∞ ,   (2) 

 
хотя наилучшее приближение функции ( ) \{const}f T∈C  посредством тригонометрических 
полиномов степени не выше N  согласно теореме Д. Джексона — Н. П. Корнейчука [6, с. 261]  
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