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ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА 
 

 
УДК 517.518.456 

 
И. Н. Бруй1 

Учреждение образования «Барановичский государственный университет», Барановичи 

 
 

СРЕДНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ РЯДОВ  
И ПРОСТРАНСТВА ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

Стендовый доклад 
 

Введение. Двусторонняя функциональная последовательность   n
xnie  называется тригонометрической 

системой, а двусторонний функциональный ряд 
 



n

xni
n ec

 
(1) 

 
называется тригонометрическим рядом. 

Если функция )(1 Tf L , то двусторонняя числовая последовательность 





















 
n

tni dtetfnf )(
2

1
:)(  

называется последовательностью тригонометрических коэффициентов Фурье функции f , а тригонометрический ряд вида 

 

xni

n
enf )(





 
(2) 

 
называется тригонометрическим рядом Фурье функции f . В обозначениях и терминологии мы стремимся 

следовать двухтомной монографии Р. Эдвардса [1]. Оператор присваивания « » означает, что правой части 
присвоено обозначение, стоящее слева от него. 

Не всякий тригонометрический ряд является рядом Фурье некоторой функции )(1 Tf L . Классический 

пример: тригонометрический ряд 




n

xnie1  не является тригонометрическим рядом Фурье никакой функции 

)(1 Tf L , ибо в противном случае её тригонометрические коэффициенты Фурье по теореме Римана—Лебега  

[2] стремились бы к нулю с возрастанием модуля их номера, что не так: 01lim n . 

Автор свои работы [3] начинал с тригонометрического ряда 
 

 
sgn

ln 2
i n x

n

n
e

n



  ,  (3) 

 
который в каждой точке x  вещественной прямой R  имеет конечную сумму )(xs  и который не является рядом 

Фурье ни своей суммы s , ни другой функции )(1 Tf L  [4]. Сумма этого ряда )(1 Ts L , ибо в противном случае 

ряд (3) по теореме Дюбуа-Реймона и Валле Пуссена [5] являлся бы рядом Фурье своей суммы .s  
Тригонометрический ряд (3) мотивирует постановку следующих трёх трудных и важных проблем: 1) при 

каких условиях сходящийся тригонометрический ряд является рядом Фурье своей суммы; 2) какое надо ввести 
понятие интеграла, чтобы каждый сходящийся в конкретном смысле тригонометрический ряд являлся бы рядом 
Фурье в смысле введённого интеграла; 3) когда тригонометрический ряд является рядом Фурье функции из заранее 
заданного пространства периодических функций. 

Настоящий стендовый доклад посвящён третьей из вышеназванных проблем. 
Средние Фейера тригонометрических рядов и пространства периодических функций. Дюбуа-Реймон 

(1873 г.) явно построил на вещественной прямой R  непрерывную и периодическую с периодом 2  функцию 1f  

такую, что последовательность симметричных частичных сумм её тригонометрического ряда Фурье 
 

 ZN   



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не является ограниченной в точке равной 0x  (и тем более не сходится в точке равной 0x ): )(1 Tf C  


 )0(sup 1fsNZN  [6]. 

Теорию суммируемости расходящихся числовых рядов применил к тригонометрическим рядом Фурье 
первым Л. Фейер [7]. Он доказал, что средние 
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(4) 

 
тригонометрического ряда Фурье любой на вещественной прямой R  непрерывной и периодической с периодом 
2  функции f  равномерно сходятся на R  к ней: 

 

)(Тf С  0)()(maxlim  xfxf NxN . (5) (5) 
 

Заметим, что в оригинале публикации [8] её автором указан Тейер: не Fejér, а Tejér. Опечатка сви-
детельствует о том, что в то время никому не известный 20-летний математик мог опубликовать свои результаты  
в докладах Академии наук. 

Будем писать )()1( ТF , если тригонометрический ряд (1) является рядом Фурье (2) некоторой функции f  

из определённого подпространства )(ТF  пространства )(1 ТL : )()1( ТF    « )(Тf F  Zn  )(nfcn


 ». 

Результат Л. Фейера (5) нам удобно привести в следующей форме [9]. 

Теорема 1. Для того чтобы тригонометрический ряд (1) являлся рядом Фурье (2) функции f  из сепа-

рабельного полного комплексного пространства )(ТС  на вещественной прямой R  непрерывных и периодических  

с периодом 2  функций, необходимо и достаточно, чтобы последовательность его средних Фейера 
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(6) 

 

сходилась в ( ):ТС  
)()1( ТC    lim max 1 1 0,

1 1

M N
i n x i n x

n n
M x

n M n NN

n n
c e c e

M N    

   
          

 
 

при этом норма 

функции    


 


N

Nn

xni
nxZNT

ecNnf 1
)(

11maxsup
C . 

Будем говорить, что измеримая на вещественной прямой R  функция f  является 2 -периодической, если 

ERx \  )()2( xfxf  , где множество E  имеет линейную лебеговую меру нуль. 

Ряды Фурье (2) могут вводиться двумя путями. Первым путём Эйлера—Фурье шёл к своему результату 
Л. Фейер. Вторым путём И. Грама практически одновременно Фридьеш Рисс [10, с. 616] и Э. Фишер [11, с. 1 023] 
получили следующий результат [12]. 

Теорема 2. Для того чтобы тригонометрический ряд (1) являлся рядом Фурье (2) некоторой функции f  из 

сепарабельного полного комплексного пространства Гильберта )(2 ТL  измеримых и 2 -периодических функций  

с интегрируемым по Лебегу на отрезке длины периода квадратом их модуля, необходимо и достаточно, чтобы 
вещественный двусторонний ряд из квадратов модулей его коэффициентов 
 



n nc
2

 (7) 

 

сходился, при этом полунорма функции  
)()( 22

ZlnnT
cf 


L

. 

Фундаментальная теорема Рисса—Фишера кратко записывается так: 
 

)()1( 2 ТL      )(2 Zlc nn 
 . (8) 

 

Согласно равенству Парсеваля для тригонометрических полиномов [13] 
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Отсюда, с одной стороны, так как  
2

2 2 2
1 ,

1

N N

n n n
n N n N n

n
c c c

N



  

 
    

  
 
имеем 

 
2

21
sup 1 .

2 1

N
i n x

n n
N Z n N n

n
c e dx c

N

 

  

 
    

 
 

(10) 

 
Из равенства Парсеваля (9), с другой стороны, для произвольного неотрицательного целого числа M  и всех 

номеров MN   имеем 

22
2 1

1 sup 1 .
1 2 1

M N
i n x

n n
N Zn M n N

n n
c c e dx

N N



 

   
          

 
 
Отсюда при N  по 

теореме о сохранении нестрогого неравенства при предельном переходе получаем  ZM  
2

2 1
sup 1 .

2 1

M N
i n x

n n
N Zn M n N

n
c c e dx

N



 

 
    

   

Так как последнее нестрогое неравенство справедливо для любого неотрицательного целого числа M , то 
согласно теореме Вейерштрасса о пределе монотонной и ограниченной последовательности 

 
2

2 1
sup 1 .

2 1

N
i n x

n n
N Zn n N

n
c c e dx

N



 

 
    

                                                     (11) 

 
Из нестрогих неравенств (10) и (11) следует, что верхняя грань 
 

2
21

sup 1 .
2 1

N
i n x

n n
N Z n N n

n
c e dx c

N

 

  

 
    

                                                   (12) 

 
В силу установленного равенства (12) теорему Рисса—Фишера (8) можно записать также в виде 
 

)()1( 2 ТL    










  



  

dxec
N

nN

Nn

xni
n

ZN

2

1
1

2

1
sup .                                         (13) 

 
У. Юнг и Дж. Юнг распространили [14, с. 57] утверждение (13) с показателя 2p  на все показатели 

 p1 . Они доказали следующую теорему [15]. 

Теорема 3. При показателе  p1  для того чтобы тригонометрический ряд (1) являлся рядом Фурье (2) 

некоторой функции f  из сепарабельного полного комплексного пространства Ф. Рисса )(ТpL  измеримых  

и 2 -периодических функций с интегрируемой по Лебегу на отрезке длины периода p -ой степенью их модуля, 

необходимо и достаточно, чтобы последовательность его средних Фейера (6) была ограниченной в ( ):p ТL  
 

)()1( ),1( Тp L    








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  
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N

n
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Nn

xni
n

ZN 1
1

2

1
sup

 

(14) 

 
или, что равносильно, чтобы последовательность его средних Фейера (6) сходилась в ( ):p ТL  
 

)()1( ),1( Тp L    
1

lim 1 1 0,
2 1 1

pM N
i n x i n x

n n
M

n M n NN

n n
c e c e dx

M N



  

   
           

 
 

 

при этом полунорма функции    
1/

1 1

( )
sup 2 1 1 .p

ppN in x
N Z nT n N

f n N c e dx


 
 

        
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Каждая сходящаяся последовательность элементов метрического пространства ограничена в нём. На 

примере ограниченно колеблющейся последовательности  видно, что обращение предыдущего 

утверждения в общем случае является ложным. 
По теореме 3 в сепарабельных полных комплексных пространствах Ф. Рисса )(ТpL ,  p1 , 

ограниченность последовательности средних Фейера (6) равносильна её сходимости. Естественно изучить, в каких 
функциональных пространствах ограниченность последовательности равносильна её сходимости. Ведь было 
выяснено, в каких нормированных пространствах элемент наилучшего приближения единственен. 

Случай левого для теоремы 3 значения показателя 1p  рассмотрели В. Гросс [16] и Г. Штейнгауз [17]. Они 

получили следующий результат [18]. 

Теорема 4. Для того чтобы тригонометрический ряд (1) являлся рядом Фурье (2) некоторой функции f  из 

сепарабельного полного комплексного пространства Г. Штейнгауза )(1 ТL  измеримых и 2 -периодических 

интегрируемых по Лебегу на отрезке длины периода функций, необходимо и достаточно, чтобы 
последовательность его средних Фейера (6) сходилась в )(1 ТL : 

)()1( 1 ТL   0
1

1
1

1
2

1
lim 





















  



 


dxec
N

n
ec

M

n N

Nn

xni
n

M

Mn

xni
n

N
M

. 

Тригонометрический ряд 




n

xnie1  не является тригонометрическим рядом Фурье никакой функции 

)(1 Tf L , хотя полунормы всех средних Фейера этого классического ряда в )(1 TL  равны единице [19]: 

 ZN 1

2
sin

2
)1(sin

)1(2

1

1
1

2

1

2
























 














  







 

dx
x

x
N

N
dxe

N

nN

Nn

xni . 

Итак, ограниченность средних Фейера тригонометрического ряда (1) в пространстве )(1 TL  не влечёт то, что 

ряд (1) является рядом Фурье (2). Другими словами, равносильность в теореме 3 не распространяется с показателей 
 p1  на левое значение показателя 1p . 

Пространство )(ТL  не является сепарабельным [20]. Случай правого для теоремы 3 значения показателя 

p  рассмотрел У. Юнг [21, с. 574] и получил следующий результат [22]. 

Теорема 5. Для того чтобы тригонометрический ряд (1) являлся рядом Фурье (2) некоторой функции f  из 

несепарабельного полного комплексного пространства )(TL  измеримых и 2 -периодических существенно 

ограниченных на отрезке длины периода функций, необходимо и достаточно, чтобы последовательность его 

средних Фейера (6) была ограниченной в пространстве )(TС : 

)()1( T L    sup max 1 ,
1

N
in x

n
xN Z n N

n
c e

N
  

 
   

     (15) 

при этом полунорма функции    


 


N

Nn

xni
nxZNT

ecNnf 1
)(

11maxsup
L . 

Мы указывали выше, что теоремы 1—5 для классических комплексных пространств функций 

)()()()()()( 12 TTTTTT pq LLLLLC





 , (16)

где показатели 1 2p   и 2 q  , приведены в настольных монографиях Н. К. Бари [23] и А. Зигмунда [24]. 

Первое издание последней монографии вышло в 1935 г. в то время польском городе Вильно. 
В 1961 г. в своих исследованиях по теории дифференциальных уравнений в частных производных Ф. Джон  

и Л. Ниренберг [25] ввели пространства BMO  функций ограниченной средней осцилляции (ограниченного 
среднего колебания). Обозначение BMO  от английских слов “bounded mean oscillation”. 

   01 N
N

Ре
по
зи
то
ри
й Б
ар
ГУ



— 10 — 
 

По определению [26] вещественная функция )(1 Tf L  принадлежит пространству ( )TBMO , если конечна её 

 -полунорма 
 

dxdttf
I

xf
I

f
I II
 


)(

||

1
)(

||

1
sup: ,                                                       (17) 

 

где верхняя грань берётся по всем отрезкам RI   и где I  есть длина отрезка I . Очевидно, что 0const 


. 

Норма 


 fff
TT )()( 1:

LBMO
. Когда функция )(Tf L , то 

)(
2

T
ff 

 L
. 

Вещественная функция )(Тf С  обладает свойством It  0  Itfdttf
I

 )()( 0 , геометрически 

означающим, что площадь (в смысле Ф. Клейна) криволинейной трапеции равна площади прямоугольника с тем же 
основанием и высотой, равной значению функции в некоторой внутренней точке отрезка интегрирования. Так как 

для комплексной функции tite ti sincos   вещественного переменного t  всегда её модуль 1tie , то она 

вышеуказанным свойством не обладает, не смотря на то, что 



dte ti = 0. 

Хотя [27, с. 14, (4)] )(Tf  L  
)()(

lim
TTp ff p  LL

, между вещественным пространством )(TL   

и пересечением вещественных пространств Ф. Рисса )(1 Tp
p L  имеется зазор, в котором находится пространство 

( )TBMO : )()()( 1 TTT p
p LBMOL 



   . Неограниченная вещественная периодическая с периодом 2  функция 

 

2
ln , когда [ ,0) (0, ];( ):

0, когда 0
x xf x

x
   


                                                         (18) 

 

принадлежит [28] разности )(\)( TT LBMO , а неограниченная вещественная 2 -периодическая функция 
 

3
ln , когда (0, ];( ): 0, когда ( ,0]

x xf x x
   

 
 

принадлежит [29] разности 1 ( ) \ ( ).p
p T T  L BMO  

Тригонометрический ряд (1) будет вещественным тогда, и только тогда, когда  Zn  nn cс 
___

,  

где горизонтальная черта вверху означает комплексное сопряжение. Действительно, в этом случае

   
__ __ __

cos sin cos sin cos sini n t i n t
n n n n n n n nc e c e c nt i nt c nt i nt c c nt i c c nt R


   

            
   

. 

Теорема 6. Для того чтобы вещественный тригонометрический ряд (1) являлся рядом Фурье (2) некоторой 

вещественной функции f  ограниченной средней осцилляции, необходимо и достаточно, чтобы последова-

тельность  -полунорм (17) его средних Фейера (6) была ограниченной: 
 

(1) ( )TBMO    sup 1 ,
1

N
in x

n
N Z n N

n
c e

N  

 
   

                                          (19) 

 

при этом  -полунорма функции   1
sup 1 1

N i n x
N Z nn N

f n N c e



  

     . Далее, для типичной функции 

ограниченной средней осцилляции (18) справедлива оценка снизу 
 

e
ff N

ZN 2

1
inf 22 

 

,                                                                    (20) 

 

где e  — основание натурального логарифма. 
Автор доказал (19), т. е. первую часть теоремы 6, в [30]. При этом доказательство репликации (19) опиралось 

в [31] на свойства мажоранты модуля средних Фейера )(sup:)( xfxf NZN 


  (на терему Харди—Литтлвуда 

[32]), а в [33, с. 138—139] на свойства мажоранты модуля симметричных частичных сумм 
)(sup:)( xfsxfs NZN 

   (на фундаментальную теорему Карлесона — Ханта [34]). 
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Доказательство оценки снизу (20) имеется в работе автора [35]. 
Пусть вещественная функция )(1 Tf L  и вещественное число 0 . Положим 

dxdttf
I

xf
I

fM
I II
 


 )(

||

1
)(

||

1
sup:)( . Согласно Сарасону [36] функция  имеет исчезающую среднюю 

осцилляцию (vanishing mean oscillation), если 0)(lim 00  fM . Пишут ( )f TVMO . Очевидно, что  

 -полунорма (17) )(lim 02 fMf 
 . Также очевидно, что ( ) ( ) ( )T T T C VMO BMO . Автором получен [37] 

следующий результат. 
Теорема 7. Для того чтобы вещественный тригонометрический ряд (1) являлся рядом Фурье (2) некоторой 

вещественной функции f  исчезающей средней осцилляции, необходимо и достаточно, чтобы последовательность 

его средних Фейера (6) сходилась в  -полунорме (17). 
Сравните необходимое условие в теореме 7 с оценкой снизу (20). 

Итак, автор, во-первых, установил аналогию между сепарабельным полным пространством )(TC   

и пространством Сарасона ( ):TVMO  тригонометрический ряд (1) принадлежит )(TC  или ( )TVMO , если его 

средние Фейера (6) сходятся соответственно в )(TC  или в  -полунорме (17); во-вторых, установил аналогию 

между несепарабельным полным пространством )(TL  и пространством Джона—Ниренберга ( ):TBMO  

тригонометрический ряд (1) принадлежит )(TL  или ( )TBMO , если его средние Фейера (6) ограничены 

соответственно в )(ТС  или в  -полунорме (17). 

Подобно тому как естественным обобщением пространства Гильберта )(2 ТL  явились пространства Ф. Рисса 

( ),p ТL   p1 , так и естественным обобщением последних являются пространства В. Орлича ( ).ÒL  

Пусть на вещественной прямой R  задана неотрицательная вещественная функция  . Функция ),0[:  R  

называется выпуклой на R , если для любых двух точек 1x  и 2x  вещественной прямой R  выполняется условие 

   1 21 2

2 2

x xx x      
 

. Геометрически это означает, что середина любой хорды графика функции   лежит 

либо над графиком функции, либо на нём. В нашем случае «выпуклость» влечёт «непрерывность». 

Выпуклая функция ),0[:  R  называется функцией Юнга, если она 1) чётная: Rx  ( ) ( );x x    

2) обращается в нуль в начале координат: 0)0(  , 3) бесконечно большая при x :  )(lim xx . 

Например, выпуклая функция 
p

x , где показатель степени  p1 , является функцией Юнга. Функция Ry  

 0:)(sup:)(  xxyxy  называется дополнительной в смысле Юнга к функции )(x . Примеры: 1) если 

pxx
p

/:)(1  , где показатель  p1 , то qyy
q

/)(1  , где сопряжённый показатель q  связан с p  условием 

1/1/1  qp ; 2) если 1:)(2  xex x , то     yyyy  1ln1)(2 . 

Пусть ),0[:  R  есть функция Юнга. Пространством Орлича )(ТL  называется комплексное линейное 

пространство всех измеримых и 2 -периодических функций f , для которых существует такое вещественное 

число 0)(  f , что конечен интеграл  



 dttff )()( , с обычными операциями сложения функций  

и умножения их на комплексные числа. Краткая запись определения пространства Орлича:

 






  





 dttfffCRfТ )()(0)(:период.2πиизм.,::)(L . 

Укажем, что имеются и другие пространства измеримых функций. Например, в теории интерполяции 
линейных операторов рассматриваются пространство Лоренца, пространство Марцинкевича. 

Функция Юнга ),0[:  R  называется -функциейN  (nice Young function), если она 1) обращается в нуль 

только в точке нуль: 0)(  x    0;x  2) бесконечно малая более высокого порядка по сравнению с x  при 0x : 

0/)(lim 0  xxx , 3)  бесконечно большая более высокого порядка по сравнению с x  при x : 

 xxx /)(lim . Дополнительная в смысле Юнга к -функцииN  )(x  функция )(y  является -функциейN . 

Вышеперед определением пространства Орлича )(ТL  все компоненты пар  11,  и  22,  примеров 1 и 2 суть 

-функции.N  Функция Юнга x  не является -функцией.N  

f
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При -функцииN  ),0[:  R  пространство )(ТL  полно относительно полунормы Орлича

 


















 








 1)(
2

1
:)()(

2

1
sup:

)(
dttgdttgtff

TL , где )(y  есть дополнительная в смысле Юнга к )(x   

N -функция. Если N -функция pxx
p

/:)(1  , где  p1 , то полунорма Орлича 
)(

/1
)(1 T

q
T pfqf

LL
 , где 

сопряжённый показатель q  определяется равенством 1/1/1  qp . 

Говорят, что функция Юнга ),0[:  R  удовлетворяет 2 -условию, если она бесконечно большая 

медленного роста при x , т. е. если существуют две вещественные постоянные 01 k  и 01 x , такие, что 

),[ 1  xx  выполняется неравенство )()2( 1 xkx  . Функция Юнга x  не является N -функцией, но удовлетворяет 

2 -условию. Функция Юнга 1:)(2  xex x  является N -функцией, но не удовлетворяет  

2 -условию. Дополнительная в смысле Юнга к )(2 x  функция     yyyy  1ln1)(2  является  

N -функцией и удовлетворяет 2 -условию (рисунок 1). 

 
 

Функции   
Юнга 
 

N -функции 

)(2 x  )(2 y  x  

2 -условие   

 
 

Рисунок 1 — Функции Юнга 
 

Видно (см. рисунок 1), что такие характеристики функций Юнга ),0[:  R  как N -функция  

и 2 -условие суть логически разные характеристики. 

Для несепарабельного полного комплексного пространства )(TL  и сепарабельного полного комплексного 

пространства Г. Штейнгауза )(1 ТL  имеем: 

    )()(:)()(:)( 1 TdttffTdttffT
NNN















 

























  LLL  , 

 

где пересечение и объединения берутся по всем N -функциям ( ).x  

Эстонский математик М. Тыннов [38] получил следующий результат. 
Теорема 8. При N -функции ),0[:  R  для того, чтобы тригонометрический ряд (1) являлся рядом Фурье 

(2) некоторой функции f  из полного комплексного пространства Орлича )(ТL , необходимо  

и достаточно, чтобы последовательность его средних Фейера (6) была ограниченной в )(ТL : 
 

)()1( ТNL    















)(
1

1sup
T

N

Nn

xni
n

ZN
ec

N

n

L

.                                      (21) 

 

При -функцииN  ),0[:  R , удовлетворяющей к тому же 2 -условию, для того чтобы тригонометрический 

ряд (1) являлся рядом Фурье (2) некоторой функции f  из сепарабельного полного комплексного пространства 

Орлича )(ТL , необходимо и достаточно, чтобы последовательность его средних Фейера (6) сходилась в )(ТL , 

что в рассматриваемом случае 2 N  равносильно как сходимости в среднем: )()1( 2 ТN  L    

 lim 1 1 0,
1 1

M N
i n x i n x

n n
M

n M n NN

n n
c e c e dx
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              
 

 

так и ограниченности в среднем: 
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Согласно теореме 3 в сепарабельных полных комплексных пространствах Ф. Рисса )(ТpL ,  p1 , 

ограниченность последовательности средних Фейера (6) равносильна её сходимости. В обобщении теоремы 3 на 
полные комплексные пространства Орлича )(ТL  — теореме 8 — происходит расцепление на случай 

ограниченности и на случай сходимости последовательности средних Фейера (6) в )(ТL . Естественно выяснить,  

в каких функциональных пространствах ограниченность последовательности равносильна её сходимости, а в каких нет. 
Матричные средние тригонометрических рядов и пространства Рисса периодических функций. 

Двусторонний комплексный ряд 
 



n na                                                                                    (22) 
 

называется сходящимся, если существует конечный предел s  последовательности его симметричных частичных сумм 

 ZN   


N

Nn nN as : : CssNN   :lim . С помощью бесконечной нижней комплексной матрицы Хессенберга 
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:M                                                                      (23) 

 

образуем последовательность матричных средних 
 

 ZN    


N

Nn n
N
nN aM :                                                               (24) 

 

ряда (22). Матричные средние (24) двустороннего комплексного ряда (22) называются:  

1) регулярными, если для каждого сходящегося ряда они сходятся к его сумме: CssNN   :lim     

 sMNN  lim ; 

2) консервативными, если для каждого сходящегося ряда они сходятся к конечному пределу: 
CssNN   :lim    CtMNN   :lim ;  

3) порождающими сходимость, если для каждого ряда с ограниченной последовательностью его 

симметричных частичных сумм они сходятся к конечному пределу: 
 NZN ssup    CtMNN   :lim . 

Условия на элементы матрицы (23), при выполнении которых матричные средние (24) имеют 
вышеперечисленный тип (рисунок 2). 
 

 

Консервативные матричные средние: 
       

N

n

N
n

N
nZN 0 1sup  и  Zn    Cn

N
nN   :lim . 

 Регулярные матричные средние: 

 Zn  1n . 

 Порождающие сходимость матричные средние: 

0lim   nn . 

 

 
 

Рисунок 2 — Консервативные матричные средние    
 
 

Автором был получен следующий результат [39]. 
Теорема 9. Пусть элементы бесконечной нижней комплексной матрицы Хессенберга (23), во-первых, 

таковы, что ограничены в совокупности их построчные вариации: 
 

       

N

n

N
n

N
nZN 0 1sup ,                                                                  (25) 

 
во-вторых, имеют по всем столбцам единичный предел: 
 

 Zn    1lim  
N

nN .                                                                  (26) 
 

При показателе  p1  для того, чтобы тригонометрический ряд (1) являлся рядом Фурье (2) некоторой 

функции f  из сепарабельного полного комплексного пространства Ф. Рисса )(ТpL  измеримых  
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и 2 -периодических функций с интегрируемой по Лебегу на отрезке длины периода p -ой степенью их модуля, 

необходимо и достаточно, чтобы последовательность его регулярных матричных средних 
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ec                                                                    (27) 

 

была ограниченной в )(ТpL : 
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при этом полунорма функции    
ppN

Nn

xni
n

N
nZNT

dxecpAf p

/1
1

)(
2sup)(












  



 


 L
, где постоянная 









.212

,21
:)(

pпоказателяслучаев

pпоказателяслучаев
pA  

Если элементы матрицы (23) суть   








 0,

1
1max:

N

nN
n , где номер строки N  пробегает неотрицательные 

целые значения 0, 1, 2, ... , а номер столбца n  тоже пробегает значения 0, 1, 2, ... , то последовательность матричных 

средних (27) есть последовательность средних Фейера (6) тригонометрического ряда (1). В силу теоремы О. Коши 

(1821 г.) Csa
N

Nn
n

N
 




:lim    sa
N

nN

Nn
n

N











 


 1
1lim средние Фейера являются регулярными. Поэтому 

из нашей теоремы (28) имеем теорему У. Юнга и Дж. Юнга (14). Заметим, что  

в рассмотренном выше частном случае все наддиагональные элементы матрицы (23) равны нулю:  ZN   
1 0,N

N  
т. е. матрица (23) является бесконечной нижней вещественной треугольной. 

Хотя элементы  
1

N
N   над главной диагональю матрицы (23) и не входят в определение последовательности 

матричных средних  ZN    




N

Nn

xniN
nN enfxfM )(:)(  тригонометрического ряда Фурье (2) функции f , 

но установлено их влияние на скорость приближения функции этими средними [40]. Аналогия: в комплексной 
плоскости геометрические свойства границы области влияют на приближение внутри области, классические 
примеры — круг и разрезанный по радиусу круг. 

Доказательство импликации   в правой части (28) опиралось в [41] на преобразование Абеля (формулу 
суммирования по частям), неравенство Минковского, оценку Марцеля Рисса полунормы симметричных частичных 

сумм тригонометрических рядов Фурье в пространствах Фридьеша Рисса ( ),p ТL   p1  [42]. Доказательство же 

репликации   в правой части (28) опиралось в [43] в случае показателя  p2  на фундаментальную теорему 

Рисса—Фишера (8) в части  , фундаментальную теорему Л. Карлесона о сходимости тригонометрического ряда 

Фурье функции из пространства Гильберта )(2 ТL  почти всюду на вещественной прямой R  к ней [44], теорему 

О. Тёплица о регулярных матричных средних комплексных рядов [45], теорему П. Фату [46], а в случае показателя 
21  p  на критерий Руни [47]: 
 

)()1( ]2,1( ТpL    
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N pp N nn i mt
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n m

с f

N
N c t t e dt f

n N N
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
  
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
    



   




  

L

L

       (29) 

 

где сопряжённый показатель ),2[
1

: 



p

p
q . 

Возможно, что потенциал подхода Руни, если его соединить с результатами лауреата Нобелевской премии 
Л. В. Канторовича [48, глава III], не исчерпан. 
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Регулярные матричные средние теоремы 9 являются собственной частью консервативных матричных 
средних. Для последних автором был получен следующий результат [49]. 

Теорема 10. Пусть элементы бесконечной нижней комплексной матрицы Хессенберга (23), во-первых, 
таковы, что ограничены в совокупности их построчные вариации (25), во-вторых, имеют по всем столбцам 
конечные пределы 

 

 Zn    Cn
N

nN   :lim ,                                                            (30) 

 
которые, в-третьих, отграничены от нуля: 
 

0inf 
 nZn .                                                                             (31) 

 
При показателе  p1  для того, чтобы тригонометрический ряд (1) являлся рядом Фурье (2) некоторой 

функции f  из комплексного пространства Ф. Рисса )(ТpL , необходимо и достаточно, чтобы 

последовательность его консервативных матричных средних (27) была ограниченной в )(ТpL : 
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при этом полунорма функции 
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где в случае показателя  p2  постоянная  122)(  ppB . 

Очевидна импликация (26)   (30). 
При выполнении условия (31) невозможно выполнение условия 0lim   nn  из теоремы Нигама [50].  

В силу рисунка 2 ясно, что в теореме 10 из консервативных матричных средних исключены все порождающие 
сходимость матричные средние. 

Доказательство репликации   в правой части (32) опиралось в [51] в случае показателя  p2  на 

теоремы Рисса—Фишера и Карлесона [как при доказательстве (28)], на известную в теории суммируемости 

расходящихся комплексных рядов формулу [52]     

 
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


 

0 10 10 n nnnn nn sst , теорему 

Ханта об ограниченности в )(2 ТL  мажоранты модуля симметричных частичных сумм 

)(sup:)( xfsxfs NZN 
   [53], теорему А. Лебега об интегрировании мажорированной последовательности, 

скрупулёзное решение по правилу Крамера системы линейных алгебраических уравнений и получение 

следующей связи  ZN  )(
1

)(
11

)(
1

0 1

xgsxgsxfs N
N
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N 


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
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


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

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

   

между поточечным пределом g  

последовательности матричных средних (27) и функцией f , оценку М. Рисса полунормы симметричных 

частичных сумм тригонометрического ряда Фурье функции )(),1( Тg p L , неравенство Минковского, теорему 

П. Фату, а в случае показателя 21  p  на критерий Руни (29), фундаментальную теорему Карлесона—Ханта  

о сходимости тригонометрического ряда Фурье функции из пространства )(1 ТpL  почти всюду на вещественной 

прямой R  к ней [54], теорему Кожима о консервативных матричных средних комплексных рядов [55]. 
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Для матричных средних (27), которые могут быть и неконсервативными, автором был получен следующий 
результат [56]. 

Теорема 11. Пусть элементы бесконечной нижней комплексной матрицы Хессенберга (23), во-первых, 
ограничены в совокупности: 
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nZnN 2,
sup ,                                                                        (33) 

 
во-вторых, таковы, что ограничены в совокупности их построчные вариации на диадических отрезках: 
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в-третьих, имеют по всем столбцам конечные пределы (30), которые, в-четвёртых, отграничены от нуля (31). 
При показателе  p1  для того чтобы тригонометрический ряд (1) являлся рядом Фурье (2) некоторой функции 

f  из комплексного пространства Ф. Рисса )(ТpL , необходимо и достаточно, чтобы последовательность его 

матричных средних (27) была ограниченной в )(ТpL : 
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Очевидны импликации (25)   (33) и (25)   (34). 
Аналог теоремы 11 для кратных тригонометрических рядов доказан автором в [57]. 

Для гиперболы 
x

y
1

  площадь криволинейной трапеции с основанием ),1[   бесконечна: 



1 t

dt
,  

а площади диадических криволинейных трапеций с основаниями  2 1, 2 2 1   
  , где   пробегает все 

натуральные значения 1, 2, 3, ... , равны: 
 2 2 1

2 1
ln 2.

dt

t








  

Поэтому очевидно: если у матрицы (23) элементы столбцов с чётными номерами суть  

 Zn  
  2

0, когда 2 ;: 1, когда 2 ,
N
n

n N
n N
   а элементы «нечётных» столбцов суть  Zn   

2 1

0, когда 2 1 ;
1:

1 , когда 2 1 ,
2

N
n

n N

n N
n



        

то 

она удовлетворяет условиям (30), (31) и (33), (34) теоремы 11 и не удовлетворяет условию (25) теорем 9 и 10. 
Итак, в теореме 11 помимо регулярных теоремы 9 и консервативных теоремы 10 матричных средних 

допускаются также некоторые неконсервативные матричные средние, которые, однако, как и в теореме  10 не 
порождают сходимость. 

Вновь обратимся к теореме 2: )()1( 2 ТL    

n nc
2

, которая является сужением на 

тригонометрические  ряды  фундаментального результата Ф. Рисса [58] и Э. Фишера [59] для ортогональных 
рядов. Поскольку в сходящемся двустороннем ряде с неотрицательными вещественными членами можно 
каким угодно образом группировать члены и складывать их затем уже по группам, то 
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На основании равенства Парсеваля для тригонометрических 

полиномов 1Zn   
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где 

 ...,3,2,1:1 Z  — множество всех натуральных чисел. 
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Таким образом, фундаментальная теорема Рисса—Фишера (8) может быть записана не только в виде (13), но 
и в следующем виде: 
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при этом полунорма функции    
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Дж. И. Литтлвуд и Р. Пэли распространили [60] утверждение (36) с пространства Гильберта )(2 ТL  на 

пространства Ф. Рисса )(ТpL , 1 :p   
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Доказательство импликации   в правой части (35) опиралось в [61] на теорему Литтлвуда—Пэли о 
диадическом разложении (37) в части  , преобразование Абеля, неравенство Коши—Буняковского, лемму 
Литтлвуда—Пэли о мажоранте интегралов [62], теорему Литтлвуда—Пэли (37) уже в части  . Доказательство же 
репликации   в правой части (35) опиралось в [63] на теорему Марцинкевича о мультипликаторах 
тригонометрических рядов Фурье [64]. 

Заметим, что Раймонд Эдвард Алан Христофер Пэли (08.01.1907—07.04.1933) и Йозеф Марцинкевич 
(20.03.1910—1940, zginął w Starobielsku) погибли молодыми, и полученные ими результаты по сей день не превзойдены. 

В теореме У. Юнга и Дж. Юнга (14) и в теоремах автора (28), (32) и (35) предположения об элементах 
бесконечной нижней комплексной матрицы Хессенберга (23) не зависят от конкретного значения показателя p  

между 1 и  . Напомним один результат Ф. Рисса [65, с. 86–87, лемма]: для того чтобы функция )(ТF AС  являлась 

первообрáзной для функции )(),1( Тf p L , необходимо и достаточно, чтобы для любого упорядоченного множества 

точек nx  на отрезке длины периода 2  была конечна верхняя грань 
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Поэтому естественно искать эффективные условия на элементы матрицы (23), которые явно зависят от 
показателя  p1  и которые достаточны для справедливости эквиваленции 
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Также в процессе решения предыдущей задачи естественно искать такие эффективные условия на элементы 
матрицы (23), из которых при 2p  следует фундаментальный результат Рисса—Э. Фишера (8). Возможно, что 

искомые эффективные условия будут содержать в качестве показателя степени модуль разности 
2

11


p
. 

При доказательстве теорем 10 и 11 встречается последовательность 
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0

1

nn

 обратных чисел для 

постолбцовых пределов (30) матрицы (23), которая при выполнении условий (30), (31) и (34) является 

мультипликатором типа  (1, ) ( ), ( )p pT T L L . В силу следующего свойства мультипликаторов [66]: 21 21  pp     

            1 1 1 1 2 2 2 21 1( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( )p p q q p p q qT T T T T T T T T T T T 


     L L L L L L L L L L L L

 2 2( ), ( ) ( )T T l Z L L , где, как обычно, 1
11


qp
, естественно установить, обладают ли искомые зависящие от 

показателя  p1  эффективные условия на элементы матрицы (23) «симметрией» относительно пространства 

Ре
по
зи
то
ри
й Б
ар
ГУ



— 18 — 
 

Гильберта )(2 ТL  и в случае отсутствия «симметрии» выяснить, существуют ли «разумные» пространства функций 

для рассматриваемой проблемы в зазорах 2
2 1 2( ) ( ) ( ).p p

p pT T T   
 
 L L L   

Заключение. Многие математики начинали свой путь в науку с монографии Г. Харди [67]. Например, 
А. Х. Турецкий говорил автору, что его аспирант А. К. Покало самостоятельно проработал монографию [68]  
и выполнил представленное А. Н. Колмогоровым исследование [69]. Монография [70] кроме пяти приложений 
самого Г. Харди содержит также обзорную статью редактора С. Б. Стечкина «Методы суммирования 
С. Н. Бернштейна и В. Рогозинского», с которой студентом начинал свой путь автор. 

Во много раз больше математиков начинали свой путь в науку с монографий Н. К. Бари [71] и А. Зигмунда [72]. 
Настоящий стендовый доклад представляет собой авторское дополнение к настольным монографиям [73].  
В нём классическая проблематика о том, когда тригонометрический ряд является рядом Фурье функции из 
определённого пространства, дополнена более поздними результатами. Указаны также некоторые направления 
дальнейших исследований. 

Молодым исследователям подскажем, что автор помимо тригонометрических рядов рассматривал 

аналогичные проблемы также для рядов по системе: 1)  0)( nn xw  функций Уолша в нумерации Пэли [74]; 

2)   0),( nn xP  мультипликативных функций с ограниченной образующей последовательностью P  натуральных 

чисел 2  [в частности,  Zn    12 , ( )n nj x w x
  ] [75]; 3)   0)( nn x  функций, ортогональных на конечном 

отрезке вещественной прямой R  [76]; 4)   0,( nn zO  функций, ортогональных по площади открытого 

ограниченного множества СO  , состоящего из конечного числа конечносвязных областей [77]; 5)   0,( nn zG  

функций, ортогональных по спрямляемой границе G  жордановой области G  комплексной плоскости C  [78]; 

6)  0,( nn zGF  многочленов Фабера для жордановой области СG   с гладкой границей G , удовлетворяющей 

дополнительному ограничению на её гладкость [условию Дини, ( ) условию С. Я. Альпера] [79]. 
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ОБОБЩЁННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ТИПА РИМАНА—ГИЛЬБЕРТА 

ДЛЯ СИСТЕМ ОРТОГОНАЛЬНОГО ТИПА В 4
Введение. В настоящей работе рассматривается класс эллиптических систем четырёх уравнений первого 

порядка с четырьмя переменными ортогонального типа. Для таких систем в неограниченной двусвязной области 
специального вида изучается неклассическая краевая задача, подобная задаче Римана-Гильберта. Постановку такой задачи 
ранее изучал Б. Б. Ошоров для одной системы кватернионного типа в четырёхмерном пространстве [1, с. 212—220]. 

Отметим, что для рассматриваемых систем однородная задача Римана—Гильберта имеет бесконечно много линейно 
независимых решений в ограниченной односвязной области [2, с. 161—163]. Более того, в работе [3, с. 410—412] доказано 
нарушение условия регуляризуемости Я. Б. Лопатинского произвольной краевой задачи для таких систем (условие 
регуляризуемости эквивалентно нетеровости краевой задачи в широком классе банаховых пространств [4, с. 3—120]). 

Основные определения и обозначения. Пусть 0h  , через   обозначим множество  

    4 3
1 1 2 3 4, ' | 0 , ' , , .x x x x h x x x x       

Пусть, далее, ( )B x — заданная в области   непрерывная матрица-функция размера 4 4 , 1 4A E  — единичная 

матрица четвертого порядка, 2 3 4, ,A A A — постоянные действительные квадратные матрицы четвертого порядка, удовле-

творяющие соотношениям  42 , 1,4 ,T T
k j j k jkA A A A E j k   

 
где jk — символ Кронекера, T  — транспонирование. 

Определение 1. Оператор вида  

4

1

: j
jj

U
U A BU

x


 



называется оператором ортогонального типа в 4,  здесь     1 4,...,
T

U u x u x — дифференцируемая вектор-функция. 
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