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УДК 531.01

С. I. Русал, кандидат тэхшчных навук, данэнт, А. I. НалИка 
Установа адукацьи «Баранав1цы даяржауны ушверспэт», Баранав1чы

ВЫКАРЫСТАННЕ ПАЛЁУ У ДАСЛЕДАВАНН1 ПАСКАРЭННЯУ КОЛА 
ПРЫ КАЧЭНН1 ПА ПЛОСКАСЦ1 СА СЛ13ГАННЕМ

Гаворыцца пра альтэрнатыуны метал аналиу паска­
рэнняу пункту цела, якое вьжонвае плосю рух. Метад арыен- 
гаваны на фармфаванне доугатэрмшовых ведау студэнтау.

Ключавыя словы: тэарэтычная мехашка, rmocxi 
рух, паскарэнне пуктау.

The alternate method o f  the analysis o f  accelerations 
o f points o f the body making flat driving is stated. The method
uphill on formation of long-term knowledge o f  students.

Key words: theoretical mechanics, flat driving, 
accelerations o f points.

Агульныя заувагь Даследаванне выконваецца у рамках курса тэарэтычнай м ех ан т  i мае на 
мэце паглыбленае вывучэнне руху аднаго з найбольш распаусюджаных аб’ектау тэхнш — кола 
(щ любога цылшдрычнага цела). Качэнне у падручнках не выдзяляецца у асобны раздзел 
i выкарыстоуваецца зрэдку у якасщ прыкладау да тэмы «Плосю рух цела». Пры гэтым опзганне, як 
правша, не утачваецца. М1ж тым, яго наяунасць ютотна ускладняе працэс анал1зу кшематычных 
характарыстык. Даследаванне скорасцей пунктау кола разглядаецца у гэтым зборюку у артикуле 
«Альтэрнатыуны анал13 скорасцей пунктау кола пры качэнн1 па плоскасщ са сл)зганнем», У iM anicaHbi 
нетрадыцыйны палявы к1нематычны анал1з як альтэрнатыва звычайнаму дыскрэтнаму анал1зу. 
Выкарыстоуваем шжэй палявы анал1з для вывучэння паскарэнняу. У агульным выпадку пал1 
паскарэнняу для плоскай фпуры, што у працэсе вывучэння руху замяняе цела, будуюцца на аснове тых 
жа залежнасцей, ш\я выкарыстоуваюпца у дыскрэтным анал1зе. Так, паводле першай мадэл1 плоскага

руху паскарэнне адвольнага пункта М  вызначаецца по формуле ам  = а А + а пш  + а хш  , дзе ал —

вядомае паскарэнне полюса А\ а  = т МА, ахш  = еМА — паскарэнн1 пункта М  адносна полюса. 
Прыведзенай формуле адпавядае трохкампанентнае (па колькасщ складаемых) вектарнае поле, 
пабудаванае (рысунак 1) для пунктау лшп к-к. Параметр а> вызначаецца з анал1зу скорасцей, а с  — 
з дадатковай умовы, накладзенай на рух якога-небудь пункта плоскай фнуры. Другая мадэль плоскага 
руху выкарыстоуваецца f  тых выпадках, кал1 вядомы 1мгненныя цэнтры скорасцей (далей — 1ЦС) 
i паскарэнняу (далей — 1ЦП), як!я абазначаюцца л!тарам1 Р i Q. Паводле гэтай мадэл! паскарэнне
вызначаецца па формуле ам -  a"MQ + a xMQ. Адпаведнае двухкампанентнае цэнтральнае поле

паказана граф!чна (рысунак 2). Колькасць кампанентау на рысунках 1 i 2 можна зменшыць шляхам 
падсумоування цэнтральных палёу. Пры неабходнасщ вызначыць паскарэнн1 MHorix пунктау плоскай 
фнуры перавага адцаецца другой мадэл( руху. Да таго ж, у гэтым выпадку значна лягчэй кампануецца 
поле поуных паскарэнняу, i вышк больш зауважны.

Рысунак 1 —  Hard паскарэнняу 
паводле перш ай мадэл1 руху

Рысунак 2 —  Пал1 паскарэнняу  
паводле др угой  мадэл! р уху
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Методика выкарыстання палёу. Прынцыпова яна не адрозшваецца ад плана дзеянняу, 
рэашзуемых у методыцы дыскрэтнага анал1зу, г. зн. ад выкарыстання прыведзеных вышэй формул для 
паскарэння а . Зыходячы з умовы заданы, вьйнраецца першая альбо другая мадэль даследавання. 
Вызначаепда вуглавое паскарэнне е. Пры неабходнасщ знаходзщца ГЦП. Будуюцца кампаненты 
палёу для л1шй, што праходзяць праз полюс A (щ пункт Q) i пункт М . У пункце М  адпаведныя яму 
вектары палёу падсумоуваюцца — атрымлшаецца поунае паскарэнне ам . На канчатковай стадьп 
даследавання якраз i выяуляедца первага палявога анашу. Вызначыушы паскарэнне ам , студант 
бачыць на рысунку, якое паскарэнне узнкае па лшЦ АМ  (щ QM) у шшых яе пунктах. Тагам чынам, 
у свядомасщ навучэнца фарм!руецца полная карщна паскарэнняу пунктау плоскай фтгуры. 
А геаметрычныя вобразы болып трывалыя i лягчэй успрымаюцца, чым алгебра1чныя залежнасщ.

Качэнне кола па плоскасщ. Пры раунамерным качэнш кола (со = const) без шпзгання 
цэнтральнае поле утвараецца толью нармальньЕш паскарэнням! (рысунак 3, а); ЩП знаходзщца 
у цэнтры кола. Сшзганне па плоскасщ Уяуляе сабою паступальны рух, якому адпавядае аднароднае поле 
(гл. рысунак 3, б). А качэнне са слгзганнем ашсваепда сукупнаспю двух паказаных на рысунках 3, а, б палёу.

1х урауненвп можна зашсаць у наступным выглядзе: а'м, = Рi®2 > ам, = ао = const ( р (- < г ). Поле 
поуных паскарэнняу ( на рысунку не наказана) прадставш сумай

*м, -  й'м, + аM i ( 1)

Пры комплексным даследаванш параметры палёу со , ай вызначаюцца з сшавога аналгзу, 
вывучаецца у раздзеле «Дынамка». Тут, у кшематыцы, будзем л!чыць, што вуглавая скорасць со 
зададзена, а паскарэнне паступальнага руху а0 можна выразщь праз со з дадатковых умоу руху, 
напрыклад, з суадносш паскарэнняу ягах-небудзь пунктау кола A i В, што знаходзяцца на 
Узаемна перпендыкулярных дыяметрах кола з каардынатам1 р А = г / 2 , рв = г (гл. рысунак 3). 
Няхай аА / ав = к; адсюль аА = кав . Ул1чым, што аА = а'А + аА , ав = -а 'в + ав , дзе 

а'А = аА = гео2 / 2 , а'в = гео2 , а"А = а'в = а0 ; тады атрьашваем: \а'А + аА \ = к (а в -  а'в ) щ

-\/(ая )2 + ао = к(2аА -  а0) , (аА )2 + Од = (2каА)2 + (ка0)2 -  4 к 2апАа0 . Карат квадратнага

Ураунення: ■*0 ( 1, 2 ) - 4 к 2апА ± J ( 4 k 2a nA)2 + 4 ( \ - k 2)(4k2 - l ) ( a nA)2 / 2(1 -  к 2). Пры

к, роуны м  1, зыходнаеурауненнепераходащьу лшейнае; зяго а0 = 3аА / 4  .
Пераходз1м да вызначэння паскарэнняу пунктау кола па прыведзенай вьппэй формуле (1). 

Вектары a!Mj, а‘и . перанос1м у пункт М ,. Вуглы а, пам1ж iMi устанаулшаем са складаемых палёу. Так

для пункта D а 0 = я / 2 ;  таму aD =^(a'D)2 + (йд)2 , дзе a'D =rco2, a’D = a0; пры £,роуным1,

а’п = о0 = Зге»2 /8  .Канчаткова aD = \j(rco2)2 +(Згсо2 /8)2 = yffZrco2 / 8 . Для пункта Свугал агс ,роуныО; 

ас = а'с + а пс = гео2 + Ъгсо2 /8  = 11 г со2 / 8 .

Рысунак 3 — Паи паскарэнняу: цэнтральнае (а); аднароднае (б)

—  37 —
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Зауважым, пгго арыентацыя поля на рысунку 3, б, прынята не адвольна. Пры к, ровны м  1 
(г. зн. пры аА = ав ), яго вектары могуць быць наюраваны толыа управа. Каб пераканацца у гэтым 

звернемся да рысунка 4, на ягам а'в = 2апА . 3 яго вщаць, пгго, змягйушы напрамак а0 на процшеглы, 
атрьмаем ал < ав пры любых значэннях а0 . Таим чынам, пры аА = ав левая арыентацыя 
аднароднага поля не магчыма.

А н а л в  п а с к а р э н н я у  з  д а п а м о г а й  Щ П . Як адзначалася вышэй, таю анагаз мае ютотныя 
перавап. Паю паскарэнняу дазваляюць без разлжау набл1жана вызначыць размяшчэнне пункта Q па 
яго прыкмеце aQ = а'д + а'д = 0 .  Тэта роунасць можа выконвацца толыа на правай палове ОВ

гарызантальнага дыяметра кола дзе напрамга вектарау a'Q i процшеглыя. Перапшам апошнюю

роунасць пры к, рауны м 1, у выглядзе а'д = ад щ ре св2 = Згсо2; адсюль pQ = OQ = Зг / 8 .

Наяунасць ЩП дазваляе перайсщ да аднакампанентнага цэнтральнага поля аи . = р'ю2 (рысунак 5).

Jliirii Lx, L2 L„ называюцца акружнасцям1 роуных паскарэнняу (щ эквтаскораньш1 акружнасцямij.
Ва ypayHemi поля р ' = Q M , — незалежная пераменная; пры неабходнасщ яе можна выразщь праз

палярныя каардынаты р , , ср, па тэарэме косгнусау: р ' = J p f + p  \  -  2 p ,p 0 cos(p, . Паскарэнн!

пунктаУ С i D знойдзем па формулах ас -  р'са>2, aD = p'Do r , , дзе р'с = 1 \г / 8 , p'D = г >/73 / 8. Як 
бачым, вынж супадае з папярэдшм.

Становшгча пункта Q можна вызначыць i без палёУ як для прыватнага вьшадку руху, пры як!м 
оэ ^  0, g, роунае 0. ЩП знаходзщца на перасячэнш лш й вектарау ал ,ав . А  паколыа шшя вектара ав 
гарызантальная, то пункт перасячэння Q знаходзщца на гарызантальным дыяметры СВ\ пры ал = ав 
AQ = QB. Таму, каб знайсщ пункт Q, будуем перпендыкуляр да адрэзка АВ з яго сярэдзшы К 
(рысунак 6). Далей аналЬуем падобныя трохвугольшю BQK i В АО, у яюх BQ/BA=BKJBO. Адсюль 
BQ = {ВА • ВК)! ВО = (BAf  / 2,- = { r S  / 2) / 2г = 5г / 8 i pQ = OQ = Зг / 8.

Рысунак 6  —  Вы значэнне гцП
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Методыка прымяненняу палёу паскарэнняу для вьшчэння сш шерцьп ашсана У артыкуле [1].
Заключэнне. У навукова-метадычнай распрацоуцы выкладзены арыентаваны на фapмipaвaннe 

доугатэрмшовых ведау альтэрнатыуны метад анал!зу паскарэння пунктау цела, якое выконвае плосю 
рух. Палявы метад выкарыстаны для даследавання паскарэнняу пунктау кола пры яго качэнш са 
сшзганнем. Ашсаны два варыянты даследавання — паводле першай i другой мадэляу плоскага руху.
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АЛЬТЭРНАТЫУНЫ АН АЛ В  СКОРАСЦЕЙ ПУНКТАУ КОЛА 
ПРЫ КАЧЭНШ ПА ПЛОСКАСЩ СА СЛВГАННЕМ

Для даследавання хутаасщ пунктау кола выкары- 
стоуваецца палявы кшематычны анал1з. На прыкладае 
пакюана яго эфекшунасць у навучальньм працэсе. Альтэрна- 
тыуны анашз спрыяе фармаванню доугатэрмшовых ведау 
студэнтау.

Ключавыя словы: кшематычны аналы, плосю 
рух,скорасць пункта.

For research of speeds o f points o f a wheel the field 
kinematic analysis is used. On an example its efficiency in 
educational process is shown. The alternative analysis promotes 
formation o f geometrical images o f movement, and on their 
basis —  long-term knowledge o f  students.

Key words: kinematic analysis, flat movement, point
speed.

Агульныя заувап. Змешчаная шжэй навукова-метадычная распрацоука мае на мэце паглыбленае 
вывучэнне тэмы «Плоскапаралельны рух цела» у курсе тэарэтычнай механш. Яна можа быць 
в ы к а р ы с т а н а  ж  у навуковых гуртках па дысцыплше, так i  для падрыхтоую студэнтау да ашмшяд.

Пры качэнш з прасл1згваннем кола выконвае плоек! рух. У тэарэтычнай механщы разглядаюцца 
дзве кшематычныя мадэш такога руху. Паводле першай з ix плоси рух прадста^ляецца у  выглядзе 
сукупнасщ паступдтьнага 1 вярчальнага рухау; паводле другой — у выглядзе спецыф'лнага 
вярчальнага руху, пры як1м цэнтры вярчэння, называемыя 1мгненным1, для скорасцей (далей — ЩС) 
i паскарэнняу (далей — ЩП) не еупадаюць памтж сабою (у адрозненне ад етацыянарных цэнтрау пры 
звычайным вярчальным руху цела). У тых выпадках, кал! !мгненныя пэнтры скорасцей i паскарэнняу 
вядомы (щ лёгка знаходзяцца), перавага аддаецца другой мадэл! даследавання плоскага руху. I хоць 
кшематыка плоскага руху цела у тэарэтычным плане прынцыпова распрацавана, асобныя яе пытанш 
працягваюць займаць даследчыкау. Яны адносяцца як да зместу самой тэорьп, так ! да методьпа яе 
выкладання i прымянення у вучэбным працэсе. Ва yeix аудиторных задачах i заданиях для 
самастойнага выкананая ад студэнтау патрабуецца вызначэнне скорасцей i паскарэнняу у асобных 
пунктах. Taxi традыцыйны падыход назавём дыскрэтным ьанематычным анал!зам. У працэсе 
дыскрэтнага анашзу у студэнтау не фарм!руецца уяуленне пра узровень юнематычных характарыстык 
ва yeix пунктах аб’екта даследавання. СапраУды, вызначыушы скорасць (щ паскарэнне) у адным 
пункце цела, нельга в!зуальна без разлкау ацашць яе вел!чыню у Ьппых пунктах таго ж цела.

Кшематычны анал!з з дапамогай вектарных палёу. У якасщ альтэрнатывы дыскрэтнаму 
анашзу мы прапануем кшематычны анатз плоскага руху з дапамогай вектарных палёу юнематычных 
характарыстык — палявы кшематычны анал!з. Плосю рух цела, ж  вядома з курса тэарэтычнай механш, 
мадатруецца рухам аднаго яго сячэння. Юнематычнае поле уяуляе сукупнасць юнематычных характа­
рыстык для yeix пунктау такога сячэння. Прапануемы анашз нам падаецца больш шфарматыуным, таму 
што дазваляе успрымаць карцшу размеркавання скорасцей для усяго аб’екта. I разам з тым ён застаецца 
даступным для разумения студентам!, бо вядомы навучэнцам яшчэ са школьных падручнкау па ф!зщы, 
дзе пры вывучэнш магштных i электрычных з’яу уводзяцца паняцщ аб магштных i электрычных палях. 
Палявы кшематычны анашз фарм!руе геаметрычныя вобразы руху матэрыяльных аб’ектау i на ix аснове 
забяспечвае доугатэрмшовыя веды студэнтау.

Для вывучэння плоскага руху цела паводле першай мадэл! выкарыстоуваюцца аднародныя 
! цэнтральныя с!метрычныя паш ь\ = const, vl =  piio, паводле другой мадэл! — толью восес!метрычныя 
V( = Pi о), дзе Pi — адлегласць пункта ад eoci (цэнтра). Кшематычнае даследаванне качэння кола без
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