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УДК 517.95 
 

О. А. Гацкевич, А. И. Басик4 
Учреждение образования «Брестский государственный университет имени А. С. Пушкина, Брест 

 
 

УСЛОВИЕ РЕГУЛЯРИЗУЕМОСТИ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ РИМАНА—ГИЛЬБЕРТА ДЛЯ 

КОСОСИММЕТРИЧЕСКИХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ В 3R  
 
Введение. В работе рассматривается класс эллиптических систем четырёх дифференциальных уравнений 

первого порядка с тремя переменными кососимметрического типа. Для систем этого класса доказывается критерий, 
позволяющий в явном виде описать условие регуляризуемости Я. Б. Лопатинского произвольной краевой задачи 
Римана—Гильберта в терминах матрицы граничного оператора и нормального вектора к граничной поверхности. Это 
условие обеспечивает нетеровость задачи в широком классе банаховых пространств [1]. Подобный критерий был 
ранее получен В. И. Шевченко для системы Моисила—Теодореску [2] (см. также [3]), а также А. Т. Уссом для 
трехмерных аналогов системы Коши-Римана [4]. Для сравнения отметим, что для четырёхмерных аналогов системы 
Коши—Римана [5] и псевдосимметрических эллиптических систем в 4R  [6] такого критерия не существует. 

Постановка задачи. Пусть в ограниченной односвязной области 3R , границей которой является 
поверхность Ляпунова  , задана эллиптическая система четырех дифференциальных уравнений первого порядка 
с действительными коэффициентами  
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где 1 2 3 4( , , , )TU U U U U  — неизвестная вектор-функция;  

1A , 2A  и 3A   — кососимметрические матрицы размера 4 4,  имеющие вид 
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Эллиптичность системы (1) означает, что для каждого ненулевого вектора 3R  характеристическая 

матрица системы (1) 1 1 2 2 3 3( ):A A A A        является невырожденной. Обозначим 1 1 2 2 3 3( )a a a a       ,  

1 1 2 2 3 3( ) ξb b b b      , 1 1 2 2 3 3( )с с с с       . 

Поскольку 2 2 2 2det ( ) ( ( ) ( ) ( ))A a b c       , то эллиптичность системы (1) равносильна условию 

положительной определённости квадратичной формы 2 2 2( ) ( ) ( )a b c     , что и будем предполагать выполненным.  

Задача Римана—Гильберта для системы (1) состоит в отыскании решения этой системы, непрерывно 

дифференцируемого в  и непрерывного по Гельдеру на  , удовлетворяющего на  граничным условиям  
 

),(   )()()(  yyfyUyB  (2) 

 
где B  — заданная непрерывная по Гельдеру на   матрица-функция размера 2 4;   

f  — заданная непрерывная по Гельдеру на   двухкомпонентная вектор-функция. 

Условие регуляризуемости. Задача (1), (2) называется регуляризуемой, если для неё выполнено условие 
Я. Б. Лопатинского. Это условие представляет собой дополнительное ограничение на матрицу граничного 
оператора и состоит в том, что ранг матрицы 
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является максимальным в каждой точке y  и при каждом ненулевом касательном к   в точке y  векторе 

( )y  . Здесь через ( )y   обозначен единичный вектор внутренней нормали к   в точке y , и 

интегрирование в (3) ведётся по простому замкнутому контуру , лежащему в верхней комплексной -
полуплоскости  
и охватывающему корень   ( 0)i    уравнения det ( ( ) ( )) 0.A y y    

Через jk  обозначим минор матрицы )(yB , составленный из её j-го и k-го столбцов (j, k = 1, 2, 3, 4) и рассмотрим 

векторное поле ),,( 321 LLLL , где )()()( 1423124131341211  cbaL , 2 2 12 34( )L a   

2 13 24 2 23 14( ) ( )b c      , 2 2 12 34( )L a    )()()( 1423324133341233  cbaL . 

Теорема 1. Задача (1), (2) регуляризуема тогда и только тогда, когда в каждой точке y  выполняется 

неравенство 
( ); ( ) 0y L y   (4) 

 
(здесь через ;  обозначено стандартное скалярное произведение в 3R ). 

Доказательство. Пусть jkH  — минор матрицы Я. Б. Лопатинского (3), составленный из её j-го и k-го 

столбцов (j, k = 1, 2, 3, 4). Непосредственные вычисления показывают, что ,3412 HH   ,2413 HH   ,2314 HH    
и с точностью до ненулевого множителя 12 12 34 13 24 23 14( )( ( )( ) ( )( ) ( )( ))H a a b c             , 

13 12 34 13 24 23 14( )( ( )( ) ( )( ) ( )( ))H b a b c             , 14 12 34 13 24 23 14( )( ( )( ) ( )( ) ( )( ))H c a b c             , где 

( ) ( ) ( )i y y     . 
Условие максимальности ранга матрицы Я. Б. Лопатинского (3) равносильно тому, что в каждой точке y  и при 

каждом единичном касательном векторе ( )y  к   в точке y  выполняется неравенство .0|||||| 2
14

2
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Заметим, что  
 

2 2 2 2 2 2 2
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22 2 2
( ( ) ( ) ( ) ) ; ; ;a b c L L i L            . (5) 

 
Докажем необходимость выполнения неравенства (4). Предположим, что в некоторой точке 0y   

0 0( ); ( ) 0y L y  , т. е. вектор )( 0yL  лежит в касательной плоскости 
0yT  к поверхности   в точке 0y . Поэтому 

найдётся единичный вектор 
0yT   ортогональный )( 0yL . Положив в формуле (5)     и 0,y y  получим 
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12  HHH , что противоречит максимальности ранга матрицы (3). 

Обратно, пусть выполняется условие (4), однако 0
2

14
2

13
2

12  HHH  в некоторой точке 0y  и при 

некотором единичном векторе  , тогда из формулы (5) следует, что ( ) 0a   , ( ) 0b   и ( ) 0c   , где 

0( ) ( )i y     . Последнее противоречит эллиптичности системы (1). Теорема доказана. 

Заключение. В работе в терминах матрицы граничного оператора и нормального вектора к граничной 
поверхности доказывается условие, обеспечивающее нетеровость произвольной краевой задачи Римана—Гильберта 
для эллиптических кососимметрических систем в 3R . 
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