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КАМБІНАВАНЫ МЕТАД СІЛАВОГА АНАЛІЗУ ПРЫВАДНОГА МЕХАНІЗМА 
ЛАНЦУЖНАГА АГРЭГАТА 

 
Аб’ектам даследавання ў артыкуле з’яўляецца прывадны механізм аднаго з перспектыўных шматфунк-

цыянальных агрэгатаў, якія называюцца ланцужнымі (па назве іх рабочых органаў — ланцужных палотнаў).  
У пошуках альтэрнатывы аўтары адышлі ад класічнага метаду, які заснаваны на прынцыпе Даламбера, ці 
агульным ураўненні дынамікі, а выкарысталі камбінаваны метад: частка невядомых сілавых фактараў зна-
ходзіцца з дапамогай прынцыпу Даламбера—Лагранжа, другая — класічным (ці тыпавым) метадам кінетастатыкі. 
У выніку для вызначэння патрэбных сілавых фактараў атрымалі ўраўненні з адным невядомым. Камбінаваным 
метадам знойдзены ўсе неабходныя ў сілавым аналізе механічныя характарыстыкі чатырохзвенніка: ураўна-
важвальны момант на крывашыпе і сілы ўзаемадзеяння ва ўнутраных і знешніх кінематычных парах. Дадзены ме-
тад можа эфектыўна прымяняцца і ў механіцы матэрыялаў, у прыватнасці, для разліку бэляк, ферм, рам. 

Ключавыя словы: чатырохзвенны механізм; ланцужны агрэгат; сілавы аналіз; прынцып Даламбера—
Лагранжа; метад кінетастатыкі; ураўнаважвальны момант; кінематычныя пары; сілы ўзаемадзеяння. 

Рыс. 9. Бібліягр.: 8 назваў. 
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COMBINED METHOD OF FORCE ANALYSIS OF THE CHAIN UNIT DRIVE MECHANISM 
 

The object of study in the article is the drive mechanism of one of the promising multifunctional units, called 
chain (by the name of their working bodies — chain canvases). In the search of an alternative, the authors moved away 
from the classical method based on the dʼAlembert principle, or the general equation of dynamics, and used a combined 
method — some of the unknown force factors are found using the dʼAlembert—Lagrange principle, the other — by the 
classical (or typical) kinetostatics method. As a result, equations with one unknown were obtained to determine the 
necessary force factors. The combined method was used to find all the mechanical characteristics of the four-link 
mechanism necessary in the force analysis: the balancing moment on the crank and the interaction forces in the internal 
and external kinematic pairs. This method can be effectively applied in the mechanics of materials, in particular, for the 
calculation of beams, trusses and frames. 

Key words: four-link mechanism; chain unit; force analysis; d’Alembert—Lagrange principle; kinetostatic 
method; balancing moment; kinematic pairs; interaction forces. 

Fig. 9. Ref.: 8 titles. 
 
 
Уводзіны. Ланцужныя агрэгаты адносяцца да новага віду машын, якія могуць быць 

выкарыстаны для перапрацоўкі сыравінных матэрыялаў, такіх як мел, гліна, мергель і іншых 
неаднародных і складаных па структуры і ўласцівасцях матэрыялаў [1; 2]. У якасці прывад-
нога механізма ў іх выкарыстоўваецца чатырохзвеннік (рысунак 1). 
                                                            
 

5© Патапаў У. А., Русан С. І., Сівачэнка Л. А., 2022 
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Рысунак 1. — Схема механізма з дзеючымі на яго знешнімі сіламі 
 
 

Паводле тэрміналогіі, прынятай у тэарэтычнай механіцы і тэорыі механізмаў і машын, 
звенні механізма маюць наступныя назвы: 1 — крывашып, 2 — шатун, 3 — каромысел. Восі 
вярчэння О1, О2 разам утвараюць нерухомае звяно, якое называецца ў тэорыі механізмаў  
і машын стойкай. Рухомыя звенні злучаны паміж сабою і са стойкай пры дапамозе ідэальных 
шарніраў A, B, О1, О2 (утвараюць кінематычныя пары без трэння). У працэсе сілавога аналізу 
механізма будзем вызначаць ураўнаважвальную сілу (ці адпаведны ёй момант), прыкладзен-
ную да крывашыпа падчас руху механізма, і рэактыўныя сілы ўзаемадзеяння ў шарнірах. 

 
Матэрыялы і метады даследавання. Камбінаваны метад сілавога аналізу. Найбольш 

распаўсюджаным метадам сілавога аналізу механізмаў у практыцы праектавання і ў вучэб-
ным працэсе застаецца даўно распрацаваны метад кінетастатыкі, заснаваны на прынцыпе 
Даламбера. Паводле яго да дзеючых на механізм механічных сіл далучаюцца сілы інерцыі,  
далей задача дынамікі рашаецца, як задача статыкі. Безальтэрнатыўнае прымяненне метаду 
кінетастатыкі дазваляе лічыць яго тыпавым (ці класічным). Агульнавядомыя недахопы тыпа-
вога метаду: неабходнасць рашэння сістэм алгебраічных ураўненняў і звязаная з гэтым па-
вышаная верагоднасць памылак.  

У працэсе пошуку альтэрнатывы ва ўстанове адукацыі «Баранавіцкі дзяржаўны ўнівер-
сітэт» быў распрацаваны арыгінальны перспектыўны метад сілавога аналізу на падставе 
агульнага ўраўнення дынамікі, інакш — прынцыпу Даламбера—Лагранжа. Яго сутнасць  
і перавагі падрабязна выкладзены ў артыкуле [3]. Новы метад можа эфектыўна прымяняцца  
і ў механіцы матэрыялаў, у прыватнасці, для разліку бэляк, ферм, рам. У нашым даследаван-
ні вышэй апісанага механізма выкарыстоўваецца камбінаваны метад — частка невядомых сі-
лавых фактараў знаходзіцца з дапамогай прынцыпу Даламбера—Лагранжа, другая — тыпавым 
метадам кінетастатыкі. Пры гэтым захоўваецца згаданая вышэй перавага першага метаду — 
кожная невядомая сіла вызначаецца з аднаго ўраўнення. Методыка даследавання выкла-
даецца ў працэсе сілавога аналізу чатырохзвенніка. Лічым, што яго ўласцівасці адпавядаюць 
вымогам, якія накладаюцца на даследуемую механічную сістэму: усе яе сувязі ідэальныя, 
стацыянарныя, двухбаковыя. 
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Вынікі даследавання і іх абмеркаванне. Знешняе сілавое ўздзеянне на звенні прывад-
нога механізма. Сілавому аналізу папярэднічае кінематычны разлік механізма [4], у выніку 
якога вызначаюцца паскарэнні, неабходныя для вылічэння сіл інерцыі, што дзейнічаюць на 
звенні механізма. Сілы інерцыі змяняюцца па велічыні і напрамку, гэта значыць з’яўляюцца 
функцыямі вугла павароту φк крывашыпа. У сілавым разліку яны падсумоўваюцца з паста-
яннымі сіламі цяжару звенняў. 

На рысунку 1 знешнія сілы паказаны ў падсумаваным выглядзе. Мяркуецца, што кры-
вашып 1 забяспечаны процівагай. Гэта азначае, што адцэнтрабежная сіла інерцыі ц

1Ф ураўна-
важана такой жа сілай процілеглага напрамку, а лінія дзеяння сілы цяжару 1G  праходзіць 
праз вось вярчэння О1 і ўраўнаважваецца рэакцыяй апоры (на рысунку не паказана). Неўраў-
наважаным на крывашыпе застаецца толькі вярчальны момант М1 рухавіка. Але і ён падчас 
усталяванага раўнамернага вярчэння крывашыпа ўраўнаважваецца сіламі, прыкладзенымі да 
іншых звенняў. Сілавое ўздзеянне на шатун 2 прыводзіцца да сілы 2F , прыкладзенай у яго 
цэнтры цяжару С2, і моманту М2. Пры гэтым  

 

2 2 2ФF G 
 

, 
 

 дзе G2 — сіла цяжару шатуна; 
 

22 2Ф Cт a
   — яго галоўны вектар сіл інерцыі (m2 — маса шатуна; 

2Ca — паскарэнне 
цэнтра мас С2, вызначанага раней у кінематычным аналізе механізма) [4].

Пажадана набліжаная праверка паскарэння 
2Ca  выконваецца графічна з дапамогай век-

тарнай дыяграмы (рысунак 2), пабудаванай на падставе наступных формул:  
 

2 2 2

в ц
C A C A C Aa a a a  
    ;              в ц

B A BA BAа а a a  
   

;                
2 2

в ц
B BО BОа a a 
   . 

 
 

 
 

Рысунак 2. — Вектарная дыяграма  
для праверкі паскарэння 

2Ca
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Тут 
2

, ,А В Cа a a  — паскарэнні пунктаў А, В, С2; 
2 2

в в в, ,C А ВА BOа а а  — вярчальныя паскарэнні 

пунктаў С2 і В адносна цэнтраў А і O2; 
2 2

ц ц ц, ,C А ВА BOа а а  — дацэнтрабежныя паскарэнні тых жа 
цэнтраў. На дыяграме P — яе адвольна выбраны полюс; φк — вугал павароту крывашыпа. 
Вуглы ψ і γ вызначаюцца ў кінематычным аналізе механізма [4]. Каромысел 3 разам з лан-
цужнымі палотнамі і штангай уяўляе прасторавую канструкцыю, якая ў разліковай схеме за-
мяняецца на плоскую. Знешняе ўздзеянне на каромысел дакладна паказана на рысунку 3  
і вызначаецца шматкампанентным момантам М3 (гл. рысунак 1): 

 

2 2 2 2 2 2

в в
3 3 ш к ш л л( ) ( ) (Ф ) (Ф ) ( ) ( ),О О О О О ОМ М G М G М М М F М F       

     
 

 
дзе G3, Gш — сілы цяжару каромысла і штангі; 
 в в

к шФ ,Ф  — раўнадзейная размеркаваных па даўжыні каромысла тангенцыяльных 
(вярчальных) сіл інерцыі і тангенцыяльная сіла інерцыі штангі; 

 л л,F F   — сілы ўзаемадзеяння каромысла з левым і правым ланцужнымі палотнамі, 
прымацаванымі ў пункце Л (які можа сумяшчацца з пунктам Ш). 

Вызначэнне ўраўнаважвальнага моманту на крывашыпе. Паводле тэрміналогіі, уста-
ляванай у тэорыі механізмаў і машын [5; 6], момант на крывашыпе, неабходны для яго раўна-
мернага вярчэння падчас руху механізма, называюць ураўнаважвальным. Яго велічыня зале-
жыць ад усіх сіл, што дзейнічаюць на звенні механізма. Запісваем агульнае ўраўненне дынамікі 
ў скарочаным выглядзе: 

1
δ 0,

n

i
i

A


       (1) 

 
 дзе n — колькасць сіл, што дзейнічаюць на звенні механізма ці разглядаемай яго часткі; 
 δАi — магчымая элементарная работа сілы Fi (ці моманту Мі), прыкладзенай да звяна 

механізма. 
Каб скласці ўраўненне (1), прымяняем методыку прынцыпу магчымых перамяшчэн-

няў [3; 7; 8]. Далей усюды ўлічваем, што звенні 1, 3 выконваюць вярчальны рух, звяно 2 — 
плоскапаралельны. Рух звяна 2 можна разглядаць і як вярчальны вакол рухомага цэнтра 
павароту P2 (рысунак 4). 

 
 

 
 

Рысунак 3. — Знешнія нагрузкі  
на каромысел 
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Рысунак 4. — Разліковая схема для вызначэння Му 
 
 

Для вызначэння моманту Му у якасці незалежнага прымем вуглавое перамяшчэнне δφк 
крывашыпа. Магчымыя перамяшчэнні іншых звенняў і кінематычных пар абазначым як δφ2, 
δψ, δsA, δsB. Запісваем ураўненне (1) у разгорнутым выглядзе: 

2 2у к 2 2 2 2 2 2 3δφ ( )δφ ( )δφ δφ δψ 0P x P yM M F M F M M    
 

.   (2) 

Карыстаючыся рысункам 4, выражаем магчымыя перамяшчэнні δφ2, δψ праз неза-
лежнае δφк:  

2 2 к 1 1 кδφ δ / δφ / δφAs AP r r c   ;            2 1 1 к 1 2 кδψ δ / δφ / δφ / δφBs h h h h r r h c    , 

дзе 1 2r AP ; 1 1/c r r ; 1 2h BP ; 2 1 1/c rh r h . 

Падстаўляем атрыманыя δφ2, δψ ва ўраўненне (2) і выносім за дужкі δφк: 

   
2 2у 1 2 1 2 1 2 2 3 кδφ 0P x P yМ с M F c M F c M c M      
 

.  (3) 

Паколькі ў роўнасці (3) кδφ 0 , то  

   
2 2у 1 2 1 2 1 2 2 3 0P x P yМ с M F c M F c M c M    
 

.    

Адсюль  

   
2 2у 1 2 1 2 1 2 2 3P x P yМ с M F c M F c M c M    
 

.    

Пры вылічэнні адлегласцей r1, h1 вуглы γ і ψ запазычаюцца з кінематычнага разліку [4]. 
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Вызначэнне сіл узаемадзеяння ва ўнутраных кінематычных парах А, В. Сувязі А і В 
накладваюць на ўзаемнае перамяшчэнне звеняў, якія яны злучаюць, па два абмежаванні. 
Таму іх называюць двухвалентнымі. На разліковых схемах (рысункі 5—8) абмежаванні бу-
дзем мадэліраваць кароткімі ўзаемнаартаганальнымі стрыжнямі. Шукаемыя сілы ўзаемадзе-
яння ў кінематычных парах роўныя рэакцыям гэтых стрыжняў. 

На рысунку 5 для вызначэння сіл узаемадзеяння ў шарніры А разглядаецца ўмоўная 
раўнавага правай (адносна шарніра А) часткі механізма.  

 
 

 
 

Рысунак 5. — Разліковая схема для вызначэння кампанента XA 

 
 

 
 

Рысунак 6. — Разліковая схема для вызначэння кампанента YА 
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Рысунак 7. — Разліковая схема для вызначэння кампанента ХВ 

 
 

 
 

Рысунак 8. — Разліковая схема для вызначэння кампанента YВ 
 

 
Каб вызначыць гарызантальную сілу, уяўна вызваляемся ад сувязі ААʹ, а яе дзеянне на 

правую частку механізма замяняем рэакцыяй XA, якую знаходзім па методыцы прынцыпу 
магчымых перамяшчэнняў. У якасці незалежнага магчымага перамяшчэння прымаем δ As . 
Далей пры вылічэнні магчымай работы сілы F2 будзем улічваць, што плоскапаралельны рух 
шатуна, да якога яна прыкладзена, уяўляе сукупнасць паступальнага руху (як полюс А) і вяр-
чальнага вакол А. Таму і δА(F2) запісваецца ў выглядзе адпаведнай сумы:  

 

     2 2 2 2δ cos α γ δ δφA AA F F s M F  
 

. 
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На рысунку 5, у адрозненне ад рысунка 4, імгненны цэнтр павароту шатуна P2 зна-
ходзіцца за межамі фармату рысунка. Таму выкарыстоўваем іншыя суадносіны з тэарэтыч-
най механікі:  

δ cosβ δ cosγB As s ;           2δφ δ sinβ δ sin γ /B As s l  , 
дзе l = AB. 

Адсюль вызначаем:  
 

 δ cosγ / cosβ δB As s ;              2 3δφ δ Ac s ; 4δψ δ Ac s ; 

3 (cosγ tg β sin γ) /c l   ;                4 cosγ / cosβc h . 
 
Запісваем ураўненне работ (1):  
 

 2 2 2 2 2 3δ cos α γ δ ( )δφ δφ δψ 0A A A AX s F s M F M M     


. 
 
Падстаўляем сюды магчымыя перамяшчэнні δφ2, δψ, выносім за дужкі δsA і ўлічваем, 

што δ 0As  . Атрымліваем ураўненне ўмоўнай раўнавагі правай часткі механізма, з якога 
вызначаем гарызантальную кампаненту сілы ўзаемадзеяння: 

 

   2 3 2 2 4 3cos α γA AX F c M F M c M       


,   (4) 

дзе  2 2 sinα / 2AM F lF


. 

Аналагічна вызначаем вертыкальную скадовую YА (рысунак 6). 
Уяўна вызваляемся ад сувязі ААʹʹ. Яе дзеянне на шарнір А замяняем рэактыўнай сілай 

YА. Зноў разглядаем умоўную раўнавагу правай часткі механізма. Яна атрымала адну ступень 
свабоды. Надаем шарніру А незалежнае магчымае перамяшчэнне δsA. У выніку іншыя звенні 
і шарнір B атрымаюць перамяшчэнні δφ2, δψ і δsB. Імгненны цэнтр павароту шатуна зна-
ходзіцца ў пункце P2. Запісваем ураўненне работ (1): 

 

2 2 2 2 2 3δ ( )δφ δφ δψ 0А A PY s M F M M   


.    (5) 
Ва ўраўненні (5)  
 

2 2 5δφ δ / δA As AP c s  ,             2 2 6δψ δ / / δ δB A As h BP hAP s c s   ,  

5 21/c AP ,               6 2 2/c BP hAP . 
 
Падстаўляем δφ2, δψ у (5). Паўтараем папярэднія разважанні і дзеянні. У выніку 

атрымліваем: 

 
25 2 2 6 3А PY c M F M c M    


.    (6) 

 
Па кампанентам (4), (6) знаходзім раўнадзейную сілу ўзаемадзеяння звенняў 1, 2 у кі-

нематычнай пары А:  
2 2

A A АF X Y  . 
 
Пераходзім да шарніра B. Прадстаўляем яго як двухвалентную сувязь двума кароткімі 

стрыжнямі BBʹ, BBʹʹ (гл. рысунак 7).  
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Разглядаем умоўную раўнавагу часткі О1АВ механізма. Для вызначэння складовай сілы 
ўзаемадзеяння XB уяўна адкідваем сувязь BBʹ. Надаем шарніру B незалежнае магчымае 
перамяшчэнне δsB. Адпаведныя яму магчымыя перамяшчэнні звенняў 1, 2 і шарніра А аба-
значаем праз δφ1, δφ2 і δsA. Улічваем, што імгненны цэнтр павароту звяна 2 знаходзіцца  
ў пункце P2. Запісваем ураўненне работ (1): 

 

   
2 22 2 2 2 2 2 у 1δ δφ δφ δφ δφ 0B B P x P yX s M F M F M M    
 

,  (7) 

 
дзе  2 2 cos α γxF F  ,  2 2 sin α γyF F  .  

Выражаем δφ1, δφ2 праз δsB: 
 

 1 2 2 7δφ δ / / δ δA B Bs r AP rBP s c s   ;              2 2 8δφ δ / δB Bs BP c s  ; 

 7 2 2/c AP rBP ;            8 21/ .c BP  
 
Падстаўляем атрыманыя δφ1, δφ2 у (7). Паўтараем папярэднія разважанні. Атрымліваем 

ураўненне ўмоўнай раўнавагі разглядаемай часткі механізма, з якога знаходзім: 
 

2 28 2 2 2 7 у( ) ( )B P y P хX c M F M F М с М     
 

.   (8) 

 
Аналагічна, карыстаючыся рысункам 8, запісваем ураўненне работ (1) для вызначэння 

кампаненты YB: 

   
2 22 2 2 2 2 2 у 1δ δφ δφ δφ δφ 0B B P x P yY s M F M F M M    
 

.  (9) 

 
Тут 1 9δφ δ / δA Bs r c s  , 2 2 10δφ δ / δA Bs AP c s  ,  9 2 2/c AP rBP , 10 21/c BP . Падста-

віўшы δφ1, δφ2 ва ўраўненне (9), прыходзім да ўраўнення ўмоўнай раўнавагі той жа часткі 
механізма. Вызначаем YB: 

 

   
2 210 2 2 2 9 уB P y P хY c M F M F M с M     
 

.   (10) 

 
Знаходзім раўнадзейную складовых (8), (10):  
 

2 2
B B BF X Y  . 

 
Вызначэнне сіл узаемадзеяння ў знешніх кінематычных парах О1, О2. Сілы ўзаемадзеян-

ня крывашыпа 1 і каромысла 3 са стойкай О1О2 будзем знаходзіць метадам кінетастатыкі.  
На рысунку 9 дзеянне стойкі на звенні 1, 3 прадстаўлена сіламі 

1 1 2 2
, , ,O O O OX Y X Y .  

Разглядаем асобна ўмоўную раўнавагу крывашыпа і каромысла. Да дзеючых на іх 
знешніх сіл, знойдзеных раней, далучаем і ўжо вызначаныя сілы: A AX X   , A AY Y   , 

B BX Х   , B BY Y   , прыкладзеныя да шарніраў А, B. Напрамак сіл , , ,A A B BX Y X Y      
на рысунку 9 адваротны да сапраўднага (а не да паказанага на рысунках 5—8) напрамку 
сіл XA, YA, XB, YB.  
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Рысунак 9. — Разліковая схема для вызначэння сіл узаемадзеяння  
ў знешніх кінематычных парах 

 
 

На рысунку 9 сіла  

ц ц ц
3 к шФ Ф Ф 
  

, в в в
3 к шФ Ф Ф 
  

, 

  
 дзе ц 2

к 3 3
1

Ф ω ,
2

m h ц 2
ш ш ш 3Ф ωm h  

 

— 
 

адцэнтрабежныя сілы каромысла і штангі; h = O2B; 
hш = O2Ш; 

 в
к 3 3

1
Ф ε ,

2
m h в

ш ш ш 3Ф εm h  
 
— 

 
іх вярчальныя сілы інерцыі; h = O2B; hш = O2Ш. 

 m3, mш — масы каромысла і штангі; 
 ω3, ε3 — іх вуглавыя скорасць і паскарэнне. 

Карыстаючыся рысункамі 3 і 9, запісваем умовы раўнавагі крывашыпа і каромысла: 
 

1

1 1

0;

0.
i O A

i O A

X X X

Y Y G Y

   


    


      

(11) 

 

2

2

ц в
л л 3 3

ц в
3 ш л л 3 3

Ф sinψ Ф cosψ 0;

Ф cosψ Ф sinψ 0,

i O B x x

i O B y у

X X X F F

Y Y Y G G F F

         


           




   (12) 

 
дзе лxF  ,  лxF  ,  лyF  ,  луF   — праекцыі сіл лF  ,  лF  на восі каардынат.  

Як бачым, кожнае ўраўненне (11), (12) утрымлівае толькі адну невядомую сілу.  
Знаходзім іх: 

1O AX X  ;          
1 1O AY Y G  ;         

2

ц в
л л 3 3Ф sinψ Ф cosψO x x BX F F X       ; 

2

ц в
3 ш л л 3 3Ф cosψ Ф sinψO B y уY Y G G F F         . 

Адсюль 

1 1 1

2 2
O O OF X Y  ;          

2 2 2

2 2
O O OF X Y  . 
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Заключэнне. У даследаванні выкананы сілавы аналіз прываднога механізма ланцужна-
га агрэгата. Выкарыстаны новы камбінаваны метад, які спалучае прынцып Даламбера—Лаг-
ранжа з метадам кінетастатыкі. Знойдзены ўраўнаважвальны момант на крывашыпе і сілы 
ўзаемадзеяння ва ўнутраных і знешніх кінематычных парах. 
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