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Теорема 2. Задача типа Римана—Гильберта (2) имеет не более одного решения. 
Доказательство. Достаточно показать, что однородная задача (2) имеет только нулевое решение. 

Пусть ΛU = 0. Тогда из неравенства (3) следует, что 2
1 ( )

0
W

U    и, значит, U = 0, что и требовалось 

доказать.  
Заключение. В работе доказана тривиальность ядра оператора Λ. Открытым остаётся вопрос 

о размерности коядра этого оператора.  

Список цитируемых источников 

1. Виноградов В. С. Граничная задача для псевдосимметрических систем // Дифференц. уравнения. 1985. Т. 21, № 1.
С. 161—163. 

2. Басик А. И., Усс А. Т. О краевых задачах для эллиптических псевдосимметрических систем первого порядка в R4

// Дифференц. уравнения. 2003. Т. 38, № 3. С. 410—412. 
3. Агранович М. С. Эллиптические сингулярные интегро-дифференциальные операторы // Успехи мат. наук. 1965.

Т. 20. Вып. 5. С. 3—120. 
4. Ошоров Б. Б. Об одном четырёхмерном аналоге системы уравнений Коши—Римана // Неклассич. уравнения мат.

физики. 2007. С. 212—220. 
5. Шевченко В. И. Гомотопическая классификация краевых задач Гильберта для голоморфного вектора // Докл. АН

СССР. 1971. Т. 201, № 5. С. 1067—1069. 
6. Ошоров Б. Б. Об одном четырёхмерном аналоге системы уравнений Коши—Римана.
7. Усс А. Т. Гомотопическая классификация трёх- и четырёхмерных аналогов системы Коши—Римана // Дифференц.

уравнения. 2004. Т. 40, № 8. С. 1118—1125.  

УДК 517.518.456 

И. Н. Бруй, © 
кандидат физико-математических наук, доцент 

Учреждение образования «Барановичский государственный университет», Барановичи 

АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ФОРМУЛА ТИПА С. Н. БЕРНШТЕЙНА  
ДЛЯ КРАТНО ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

Доказана асимптотическая формула типа С. Н. Берн-
штейна для отклонения кратно дифференцируемой пери-
одической функции от матричных средних её триго-
нометрического ряда Фурье.

We prove the asymptotical formula of S. N. Bernstein 
type for difference multiple differentiable periodic function 
from matrix means of its trigonometric Fourier series.

Введение. Используем обозначения двухтомной монографии Р. Эдвардса [1]. Отличия: символ « : » 
означает, что правой части присвоено обозначение слева, а символ «  » — тождественное равенство. 

Функция )(1 Tf L  порождает, во-первых, двустороннюю числовую последовательность 
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  тригонометрических коэффициентов Фурье функции f и, во-вторых, 

двусторонний функциональный 
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тригонометрический ряд Фурье функции f. 
Если периодическая с периодом 2π функция f удовлетворяет условию Липшица первого 

порядка, т. е. если [2] 

   1 2 1 2f x f x f x x
    ,

то, как показал С. Н. Бернштейн, отклонение функции f  от средних Фейера её тригонометрического 

ряда Фурье [3, с. 205] 
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С. Н. Бернштейн также установил неулучшаемость порядка оценки (2): если функция )(Tf C  

имеет в точке 0x  конечные левостороннюю  00  xf  и правостороннюю  00  xf  производные,

то справедлива асимптотическая формула [4] 
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Асимптотическую формулу для отклонения функции  2 0, 1f С  от её многочленов С. Н. Берн-

штейна [5, с. 113] 
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получила Е. В. Вороновская ([6] или [7]): 
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при этом сходимость равномерна на отрезке [0, 1]: 
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Статью Е. В. Вороновской [8] представлял С. Н. Бернштейн, который увидел, что её результат 
«может быть получен несколько иным способом и в более общем виде» [9, с. 155]: для функции 

 2 0,  1kf С , где 1, 2, 3,  ,k ...  отклонение ([10, с. 156] или [11, с. 23]) 
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Так как 
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        [12, с. 20], то в случае  2 0, 1f С , т. е. в случае 

1k  из асимптотической формулы С. Н. Бернштейна (5) имеем асимптотическую формулу Е. В. Во-
роновской (4). 

В настоящей работе получен аналог асимптотических формул С. Н. Бернштейна (3) и (5) для 
кратно дифференцируемых 2π-периодических функций. 

Основной результат. Пусть  νd N  есть двойная комплексная последовательность, в которой 

номер строки N  принимает неотрицательные целые значения 0, 1, 2, …, а номер столбца ν принимает 
натуральные значения 1, 2, 3, ... . И пусть 
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суть матричные средние тригонометрического ряда Фурье (1) функции  1f T .L  

Частные случаи матричных средних (6): 
1) если все   1  : 1, 2, 3, Z ...   коэффициенты   0,d N   то имеем симметричные частич-

ные суммы 
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тригонометрического ряда Фурье (1) функции  1 ;f TL
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2) если коэффициент  1 1d N  , а остальные  ν 2  коэффициенты   0d N  , то получаем

средние Фейера 
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которые в литературе также называют средними арифметическими первых симметричных частичных 
сумм, средними Чезаро первого порядка, средними Гёльдера первого порядка;  

3) если для натурального r коэффициент   1rd N  , а остальные   1ν Z \ r  коэффициенты

 ν 0d N  , то имеем средние Зигмунда 
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которые ещё называют нормальными средними, типическими средними, эталонными средними, 
средними М. Рисса. Очевидно:    1

NNZ f x f x .   

Матричные средние вида (6) впервые встретились в работе А. К. Покало [13, с. 24], посвя-
щённой проблеме С. М. Никольского ([14, с. 260] или [15]) о нахождении эффективных условий 
на метод суммирования тригонометрических рядов Фурье, достаточных для ограниченности после-
довательности констант Лебега рассматриваемого метода. Заметим, что другой подход к получению 
результата А. К. Покало [16, с. 24—25] указан в работе автора [17, с. 53]. К средним вида (6) при-
ходили в своих исследованиях А. Кивинукк [18] и В. А. Баскаков [19, с. 516]. Прямоугольное 
обобщение средних (6) на двойные тригонометрические ряды Фурье дал П. И. Кибалко ([20] или [21, 
с. 32—34]). Аналоги средних (6) для тригонометрических интегралов Фурье рассматривал Н. П. Се-
менчук ([22] или [23]). 

Тригонометрический ряд 
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называется сопряжённым с тригонометрическим рядом Фурье (1) функции )(1 Tf L . Если 

тригонометрический ряд (10) является рядом Фурье некоторой функции, то её называют 
тригонометрически сопряжённой к функции f  и обозначают через f~  [24]. 

Основным результатом настоящей работы является следующая теорема. 
Теорема. Предположение о методе суммирования: двойная комплексная последовательность 

 ν ,d N  где номер строки N  принимает значения 0, 1, 2, … , а номер столбца ν принимает значения 

1, 2, 3, … , такова, что конечна верхняя грань 
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Предположение о приближаемой функции: функция )(2 Tf kС , где 1, 2, 3,  ,k ... такова, что 
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и в точке 0x  существуют конечные левосторонняя  00
)12(  xf k  и правосторонняя  00

)12(  xf k

производные )12( k -го порядка функции f. 

Утверждение: при двух указанных выше предположениях справедлива асимптотическая формула 
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в которой элементы  
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Первые две компоненты правой части асимптотической формулы (13) ниже в (25), в стартовом 
представлении (29) и в рабочем представлении (41) мы будем заменять словами «главная часть», 
чтобы уменьшить объём статьи. В (25), (29) и (41) будем помнить, что главная часть содержит две 
компоненты. Указанную в (13) главную часть автор ранее привёл без доказательства в [25, с. 29]. 

Если верхний индекс суммирования строго меньше нижнего индекса суммирования, то соот-
ветствующая сумма считается пустой. 

1. Замечания к основному результату. 1.1. Предположение (11) влечёт абсолютную
сходимость рядов (14) и рядов в квадратных скобках в матричных средних (6). Следовательно, 
законно изменение порядка суммирования в процессе доказательства основного результата. 

1.2. В настоящем замечании значение аргумента x фиксировано. Тогда (1) есть числовой ряд, 
а (6)—(9) суть числовые последовательности. В теории суммируемости числовых рядов матричные 
средние (6) называют регулярными, если из существования конечного предела  lim N
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  т. е. если для каждого сходящегося числового ряда матрич-

ные средние сходятся к его обыкновенной сумме [26]. Предположение (11) заведомо гарантирует 
регулярность матричных средних (6) [27]. В той же теории суммируемости числовых рядов говорят, 
что матричные средние (6) включают средние Зигмунда (9), если из существования конечного предела 
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суммируемого методом Зигмунда числового ряда матричные средние сходятся к его сумме Зигмунда 

[28, с. 91]. Предположение (11) вместе с предположением    1μ 1  ,  N
N O N N     гарантируют, что 

матричные средние (6) включают средние Зигмунда (9) [29]. 
1.3. Если функция )(Tf C  удовлетворяет условию Липшица первого порядка, то она, во-первых, 

абсолютно непрерывна:   ,f TAC  во-вторых, удовлетворяет условию 0h   f x h 

   2 2f x h f x f h.
      

1.4. Разрывная в точке 0x  функция 

Rx  
1, когда 0,

sgn 0, когда 0,
1, когда 0,

x
x x

x

 
 

удовлетворяет в этой точке условию 0h     sgn 0 sgn 0 2sgn 0 0h h h.       Поэтому пред-

положение )12()(2  Tf kС  существенно. В асимптотической формуле С. Н. Бернштейна (3) функция 

 f T .C  В основном результате предположение    2 12kf T С , где 1, 2, 3,  ,k ...  отражает также 

используемый метод доказательства. 

1.5. Непрерывная на действительной прямой R  функция К. Вейерштрасса  0
1

3 cos 3  n n

n

W x x







удовлетворяет условию        0 0 0max 2 ,  0,

x
W x h W x h W x O h h

 
       однако ни в одной 

точке R  не имеет производной [30]. Очевидно, что функция      2
2

1

1 3 cos 3  k n k n
k

n

W x x


 


   , где 

1, 2, 3,  ,k ...  имеет непрерывную на R  производную порядка 2 ,k  которая удовлетворяет условию 
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             2 2 2
2 2 2max 2 ,  0k k k

k k k
x

W x h W x h W x O h h
 

       и нигде не дифференцируема. Поэтому 

в основном результате помимо )12()(2  Tf kС  предполагается существование в точке 0x  конечных

левосторонней  00
)12(  xf k  и правосторонней  00

)12(  xf k  производных )12( k -го порядка 
функции f. 

1.6. Название «асимптотическая формула» объясняется тем, что каждая последующая дробь 

 ν 1

1

1N 
 в главной части [31, с. 496] правой части (13) есть o малое по сравнению с предыдущей 

дробью 
 ν

1

1N 
 при N .  

1.7. Обозначим выражения в квадратных скобках в матричных средних (6) через  μ N
n . Тогда

эти элементы вместе с элементами (14) образуют бесконечную нижнюю комплексную матрицу 
Хессенберга 

 

   

     

0
1
1 1

1 2
2 2 2

1 2 3

.

1 0 0

1 0

1
M

 
 
    

   
  








Хотя элементы  
1μ N

N  над главной диагональю этой матрицы и не входят в определение матричных

средних (6), но они влияют на аппроксимативные свойства средних (6). Аналогия: в комплексной 
плоскости геометрические свойства границы области влияют на аппроксимацию внутри области; 
классические примеры — круг и разрезанный по радиусу круг. 

1.8. Если периодическая с периодом 2π функция f удовлетворяет условию Липшица первого 
порядка, то при её приближении средними Зигмунда (9) в случае 1r  [  средними Фейера (8)] 
имеет место скорость (2), а в случае 2,r   согласно теореме А. Зигмунда ([32, с. 697] или [33, с. 591), 
наличествует скорость 

    22

π π
max ,

1N
x

c f
f x Z f x

N


  


 


(15)

т. е. средние Зигмунда порядка 2r  осуществляют приближение рассматриваемой функции f 
порядка наилучшего. 

1.9. Укажем, что В. А. Баскаков структурировал остаток асимптотических формул в своих 
работах [34]. 

2. Частные случаи основного результата. 2.1. В случае средних Фейера (8) коэффициент

1)(1 Nd ,  2ν 2, 3, 4, Z ...    коэффициенты  ν 0d N   и  ZN  элементы  
1 0N

N .   Если

функция )(2 Tf kAC , где 1, 2, 3,  ,k ...  и )2( kf  удовлетворяет условию Липшица первого порядка 

(тогда )12( kf  существует почти всюду на действительной прямой R  и )()12( Tf k  L ), то из нашей 

асимптотической формулы (13) получаем 

     
2 1

п. в.

ln 
σ ,

1N k

f x N
f x f x o

N N 

        


 ,N  (16)

где буквы «п. в.» означают выполнение о-оценки почти всюду на R. При указанном выше пред-
положении о приближаемой функции, которое в силу замечания 1.3 превосходит предположение 

нашей теоремы, М. Заманский [35, с. 169] доказал, что остаток есть 
2 1

1
k

O
N 

 
 
 

 при N .  Укажем, 

что асимптотическая формула (16) наводит на следующий результат: приближение средними Фейера (8) 
насыщаемо в пространстве )(TC  с порядком насыщения (saturated in )(TC  with order) 1 / N при 

N  и классом насыщения (saturation class), состоящим из всех тех функций   ,f TC  для 

которых функция ,f  тригонометрически сопряжённая к ,f  удовлетворяет условию Липшица первого 

порядка [36]. Теорема о насыщении в пространстве )(TC  для матричных средних (6) получена 
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автором [37, с. 119—120]. Сингулярный интеграл Валле Пуссена [38, с. 28], согласно А. Кивинукку 
[39, с. 245], и сингулярный интеграл Джексона [40, с. 114], согласно А. К. Покало [41, с. 48—49], 
являются матричными средними (6). Для них из нашей асимптотической формулы (13) получаем 
аналоги асимптотических формул И. П. Натансона [42] и аналоги их последующих уточнений для 
сингулярного интеграла Джексона [43]. Средние Фейера (8) и сингулярные интегралы Валле Пуссена 
и Джексона суть положительные средние, т. е. такие средние, для которых 0f  всегда влечёт 

0NM f .  Как показал П. П. Коровкин [44, с. 125], порядок приближения функций положительными 
матричными средними не выше 1 / N 2 даже для аналитических функций f. Укажем, что теорема 
П. П. Коровкина о трёх тест-фукциях  1 1,f x   xxf :)(2  и   2

3f x x  [45] даёт следующую 

наводку на асимптотическую формулу Е. В. Вороновской (4):  1 1,NB f x   xxfBN )(2

и    2
3

1
N

x x
B f x x

N


          3 3 3

1

2N
x x

f x B f x f x .
N

     Для рядов Фабера аналог 

асимптотической формулы (16) приведён в работе автора и Г. Шмидэра [46, с. 168]. 
2.2. Для средних Зигмунда (9) натурального порядка 1, 2, 3, r ...  коэффициент   1,rd N 

}{\1 rZ  коэффициенты  ν 0d N   и  ZN  элементы  
1 0N

N .   Напомним, что средние

Зигмунда )(xfZ r
N  порядка ...,4,3,2r , в отличие от средних    1 ,NNZ f x f x   уже не являются 

положительными [47]. Если функция )(2 Tf kAC , где 1, 2, 3,  ,k ...  и )2( kf  удовлетворяет условию 
Липшица первого порядка (следовательно, почти всюду на R  равны односторонние производные 

)()0()0( )12()12()12( xfxfxf kkk    и )()12( Tf k  L ), то из нашей асимптотической формулы 

(13) в случае нечётного порядка klr 212   получаем 

     
   

 

2 1
2 1

2 1 2 1
п. в.

ln 
1 ,

1

l
ll

N l k

f x N
f x Z f x o

NN




 
       
 


 ,N    (17) 

а в случае чётного порядка klr 22   получаем 

     
   

 

2
2

2 2 1
п. в.

ln 
1

1

l
ll

N l k

f x N
f x Z f x o

NN


      
 

, N .  (18) 

Ясно, что асимптотическая формула (16) является частным случаем (17) при 2 1 1 2r k.     
Асимптотические формулы (17) и (18) наводят на результат М. Заманского [48], который установил 
в пространстве )(TC  зависимость структурной характеристики (characterization of the saturation class 

by structural properties upon f) класса насыщения приближения средними Зигмунда  r
NZ f x  от нечёт-

ности или чётности порядка r  этих средних. В случае же чётного порядка kr 2  коэффициент 
1)(2 Nd k  и для предпоследней компоненты правой части (13) согласно (15) имеем 

   
 

 
  

       
 2 1522 2 1 2 22

2 1
0

2 1
max

2 1 2 31

Nk k k k
nkx

n

d N d N n
f x Z f x

n nN



  

        


 

 
 

  

   
2 12215 2

2 1 2 1 2 1
0 1

1 12 ln

2 1 2 3 11

k NN

k k k
n

с fn O dt N
O

n n n tN NN




  


           
 

при N .  Очевидно, что четвёртая компонента правой части (13) 

 
       2 1 2 1 п.в.

2 2 1

0 0 ln 
0,

k k

k k R

f x f x N
d N

N

 



  
 



где символ «
в.п.

R
 » означает равенство почти всюду на действительной прямой R . Поэтому в случае 

kr 2  из нашей асимптотической формулы (13) получаем 

   2
2 1

п. в.

ln k
N k

N
f x Z f x O

N 
    
 

, N .  (19) 
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Наконец, в случае порядка 12  kr  из нашей асимптотической формулы (13) имеем 

    2 1
п. в.

ln r
N k

N
f x Z f x o

N 
    
 

, N . (20) 

При указанном в 2.1 и 2.2 предположении о приближаемой функции, которое превосходит пред-
положение нашей теоремы, А. Зигмунд [49] доказал, что при 12  kr  правая часть (20) есть 

2 1

ln 
k

N
O

N 
 
 
 

 при N .  Для рядов Фабера аналоги асимптотических формул (17)—(20) приведены 

в [50, с. 168—169]. 
3. Доказательство основного результата. Шаг 1. В силу предположения  2 ,kf TС  где

1, 2, 3,  ,k ...  приближаемая функция разлагается в ряд Фурье вида [51] 

   
   
 

21

2
1

0 ,
k

inx
k

n n

f n
f x f e

in


 



 

       
 
  (21) 

который сходится абсолютно и равномерно на действительной прямой R  [52]. Тогда матричные 
средние (6) тригонометрического ряда Фурье функции )(xf  суть 

     
   
 

ν 21

2
1 ν 1

0 1
1

kN
inx

N k
n N n

f nn
M f x f d N e .

N in





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                
   

И для отклонения функции )(xf  от её матричных средних  NM f x  получаем первое представление 

   
     

 

21

2
1

kN
inx

N k
n n N

f n
f x M f x e

in

  

  

         
 
 

 
 

   
 

21
ν

2
1 11

kN
inx

k
n N n

f nd N
n e .

N in


 




  

      
  

   (22)

В последней второй компоненте правой части (22) было произведено изменение порядка сумми-
рования, которое законно в силу замечания 1.1. 

Шаг 2. Из ряда Фурье (21) следует, что производные чётных порядков ν 2l , где натуральные 
l  удовлетворяют двойному неравенству 1 ,l k   суть 

   
   
 

21
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l inx
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n n

f n
f x e .
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
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      
 
   

Отсюда, так как     llll
innn 222

1 , получаем 

   
 

21
2

2
1

kN
l inx

k
n N n

f n
n e

in




 

      
 
 

       
     21

2
2 2

1

1 1
kN

l kl inx
k l

n n N

f n
f x e .

n

  


  

          
 
    (23) 

Из ряда Фурье (21) и определения (10) следует, что тригонометрически сопряжённая функция 

   
   
 

21
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inx
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f n
f x i n e .

in


 

 

        
 
   
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Тогда её производные нечётных порядков ν 2 1l  , где натуральные l  удовлетворяют нестрогому 
двойному неравенству 1 ,l k   суть 

     
   

   

21
2 1

2 2 1
1

sgn 
k

l inx
k l

n n

f n
f x i n e .

in


 


 

 

        
 
   

Отсюда, поскольку       12121212
)sgn(1)(sgnsgn   lllll

inninnnnn , имеем 
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Ради уменьшения числа компонент положим  0 1d N .   Тогда подстановка (23) и (24) во вторую 

компоненту правой части первого представления (22) приводит ко второму представлению 
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Шаг 3. Согласно определению (7) 
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а согласно определению (8) 
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Из (27) с учётом (26) получаем очевидные тождества 

 ZN             2 2 21
0

1

N
k k k inx

N N
n N

f x s f x n f n e
N





        . (28) 

Сложение второго представления (25) с (28) даёт для отклонения функции )(xf  от её матрич-

ных средних )(xfM N  следующее стартовое представление: 
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Напомним, что главная часть содержит две компоненты. К третьей и четвёртой компонентам правой 
части (29) мы соответственно добавили и вычли    2kf x .  

Шаг 4. Перед (7) через Z1 мы обозначили множество всех натуральных чисел {1, 2, 3, …}. 
Из определения (26) вытекает, что 
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 , (30)

где    2
0 0ks f x .  Следуя А. Н. Колмогорову [53, с. 524—525], применим преобразование Абеля 

(формулу суммирования по частям) [54, с. 135] к внутренней составляющей последней компоненты 
правой части стартового представления (29): 
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А. Н. Колмогоров [55, с. 524—525], В. Т. Пинкевич [56], С. М. Никольский [57], С. Б. Стечкин 
[58, с. 463], А. К. Покало [59, с. 46] в нашем контексте при втором применении преобразования Абеля 
к последней компоненте правой части (31) использовали представление 
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в котором    2
0 0kf x .   

Мы же воспользуемся представлением [60] 
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где 0)()2(2
0 xfZ k . Мотивировка этого действия будет дана нами ниже на шаге 7 (42). Тогда приме-

нение преобразования Абеля (сумматорного аналога формулы интегрирования по частям) к последней 
компоненте правой части (31) даёт 
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Выше    222
0 10 0kZ f x .   

Представления (32) и (33) суть частные случаи представления [61] 
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в котором согласно нашему контексту    2
0 0krZ f x .  Укажем, что представление (35) использовалось 

автором в работах [62]. 
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Подстановка (34) в (31) приводит к следующему выражению для внутренней составляющей 
последней компоненты правой части стартового представления (29): 
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Функциональное тождество (36) остаётся справедливым, если в нём производную 2k-го порядка 

)()2( xf k  заменить произвольной функцией  1f T .L  В частности, заменить функцией 1, тождест-
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функционального тождества (36) имеем числовое тождество 
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которое, впрочем, может быть доказано и непосредственно путём показа, что правая часть (37) равна нулю. 
Умножим числовое тождество (37) на    2kf x  и получившееся произведение сложим 

с функциональным тождеством (36): 
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Аналогично предыдущему убеждаемся, что 

           2 2 2
N

k k kinx
N

n N

n f n e N f x s f x



         

         
  

       
222

2 2 2 22 2
1

0

1
2

2 1 2 1 2 3

N
k k k k

nN
n

nN
f x Z f x f x Z f x

N n n







            . (39) 

Для рядов Фабера аналоги выражений (38) и (39) без доказательства приведены в [63, с. 172]. 
Шаг 5. Для внутренней составляющей предпоследней компоненты правой части стартового 

представления (29) с помощью двукратного применения преобразования Абеля, опирающегося при 
первом применении на представление (30), а при втором применении — на представление (33), получаем 
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Доказательство аналога выражения (40) для рядов Фабера имеется в [64]. 
Шаг 6. Подставим выражения (38)—(40) в правую часть стартового представления (29). Во-первых, 

учтём, что в силу соглашений (14) и определения 1:)(0 Nd  сумма компонент 
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Констатируем, что выделять элементы  
1

N
N   первым начал А. К. Покало [65]. Значение элементов
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нено нами в замечании 1.7 к основному результату. Во-вторых, учтём, что выражения в квадратных 
скобках для k2  и 22  k  равны нулю и тогда ряд 
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В итоге от стартового представления (29) приходим к следующему рабочему представлению: 
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В правой части рабочего представления (41) насчитывается двенадцать компонент с учётом того, что 
в главной части две компоненты. 

Шаг 7. Согласно предположению приближаемая 2π-периодическая функция )(xf  имеет непре-

рывную производную 2k-го порядка    2 ,kf x  удовлетворяющую условию (12). Тогда отклонение 

производной )()2( xf k  от средних Зигмунда второго порядка )()2(2 xfZ k
N  её тригонометрического ряда 

Фурье [66] 
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, N . (42)

В силу замечания 1.3 оценка (15) является частным случаем (42). 
Из (42) с учётом предположения о методе суммирования (11) для шестой компоненты правой 

части рабочего представления (41) имеем 
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, N .  (43) 

Чтобы не увеличивать ниже длину строк для вспомогательных неравенств (44), (47), (51), (55), 
(61), мы не указываем значения параметров, при которых они справедливы. Значения параметров ясны 
из оценок (46), (49), (53), (57), (62) компонент правой части рабочего представления (41), для полу-
чения которых эти вспомогательные неравенства используются. 

На основании теоремы о монотонной зависимости интеграла от подынтегральной функции 
получаем 
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В силу (44) для суммы в седьмой компоненте правой части рабочего представления (41) имеем 
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Из (42) и (45) для седьмой компоненты правой части рабочего представления (41) получаем 
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Аналогично предыдущему из вспомогательного неравенства 
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для ряда в восьмой компоненте правой части рабочего представления (41) имеем 
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Тогда из (42) и (48) для восьмой компоненты правой части рабочего представления (41) получаем 
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при N .  
Шаг 8. Так как производная 
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то для её модуля с учётом неравенства (44) имеем 
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С помощью (50) и теоремы о монотонной зависимости интеграла от подынтегральной функции получаем 
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Из (42) и (51) для ряда в девятой компоненте правой части рабочего представления (41) имеем 
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В силу (52) для девятой компоненты правой части рабочего представления (41) аналогично (45) 
получаем 
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    

 
  

     
2 1

2 1 2 1
0

1 1
2 2

1

k

k k

O N
k d N O

N N N



 


            
 , N .  (53) 

Аналогично предыдущему для производной 

  2 21

2 1

k kt t

t

  
  

 
  
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2 1 22 1 2
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2 1 2 1 2 1
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k kk kk t t t t t

t

                 


с помощью неравенства (47) имеем следующую оценку её модуля: 

   2 2 471
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k kt t

t
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 
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2
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t
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 


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 

2 2 2 1 2 2 1

2 2

2 2 1 1 2 2 2 1 2 2 1
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k k kk k t t t k t
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                   
 

.  (54) 
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Оценка (54) и теорема о монотонной зависимости интеграла от подынтегральной функции влекут 

     2 2 2 22 1 1

2 3 2 1

k k k kn n n n

n n

       
 
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       
 

1 12 2 2 12 54

2

1 2 2 1

2 1 2 1

n nk kk

n n

t t k t
dt dt

t t

    
     

   
   

 

   
 

   
 

1 2 2 1 2 2 1

2 2

2 2 2 2 2 2

2 1 2 1

n k k

n

k n k n
dt

n n

         
 

  .  (55) 

Для суммы в десятой компоненте правой части рабочего представления (41) с помощью неравенств 
(42) и (55) получаем 

           
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 

  
      


 

            
1

2 2 2 2 12 2
3 3

0

1
2 2 2 2 1 2 1

2 1

N
k kk kk c f t dt k c f N

k


                 

     12)2(
3 124  kk Nfck . (56)

Тогда для десятой компоненты правой части рабочего представления (41) в силу (56) имеем 

 
 

   
 

     
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max 4 2 1
1 1

N
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d Nd N
... k c f N

N N

  
 

       
    

 
  

  
 

 
    

 

2 211
3 1 3

2 1 2 1
1

4 4

1 1

k k

k k

c f с c f
d N

N N



 


  
 

 . (57)

Шаг 9. Как установил А. Лебег [67], от непрерывной 2π-периодической функции )()2( xf k  

частичные суммы )()2( xfs k
N её тригонометрического ряда Фурье отклоняются не более чем в  NO ln

раз хуже по сравнению с наилучшим приближением функции )()2( xf k  тригонометрическими поли-

номами степени не выше N: 

             2 2 2max ln inf max
n

N
k k k inx

N n
Cx x n N

f x s f x O N f x e
     

     . (58)

 

В (58)  NO ln  есть оценка констант Лебега тригонометрической системы [68]. Укажем, что соответ-

ствующие функции Лебега находят применение в теории ортогональных рядов [69] и в теории рядов 
Фабера [70]. Из неравенства Лебега (58), очевидного неравенства 

           2 2 22

 
inf max max
n

N
k k kinx

n N
C x xn N

f x e f x Z f x
     

   

и оценки (42) следует, что когда приближаемая 2π-периодическая функция f (x) имеет непрерывную 

производную 2k-го порядка )()2( xf k , удовлетворяющую условию (12), то 

       2 2 ln 
max k k

N
x

N
f x s f x O

N 

    
 

, N . (59)
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Из (59) с учётом предположения о методе суммирования (11) для предпоследней одиннадцатой 
компоненты правой части рабочего представления (41) получаем 

       
 

 
2 2

22 1 2 2

ln 
max

1

k k
N

kk kx

f x s f x N
d N O

NN   

    
 

, N .  (60) 

Как известно, методом математической индукции доказывается неравенство Я. Бернулли 

 Zn  1x    nxx n  11 . 

С его помощью имеем вспомогательное неравенство 

2 21 2 2
1 1 1 1 1

1 1 1 1

k kN k k

N N N N

                              
.  (61) 

Тогда для последней двенадцатой компоненты правой части рабочего представления (41) в силу 
неравенств (59) и (61) получаем 
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Просуммируем равномерные на действительной прямой R  оценки (43), (46), (49), (53), (57), 
(60) и (62): 

2 1 2 2 2 1

1 ln 1
5 2

k k k

N
O O O

N N N  
             
     

, N .  (63) 

В асимптотической формуле С. Н. Бернштейна (3) предполагается, что приближаемая функция 

)(Tf C , а оценка (63) получена в предположении, что производная 2k-го порядка )()2( Tf k C  и, 

кроме того, удовлетворяет условию (12). На последнее обстоятельство было указано нами выше в конце 
замечания 1.4 к основному результату. 

Шаг 10. Приближаемой функции f  производная 2k-го порядка )()2( Tf k C  имеет в точке 0x

конечные левостороннюю  00
)12(  xf k  и правостороннюю  00

)12(  xf k  производные )12( k -го 

порядка. Согласно асимптотической формуле С. Н. Бернштейна (3) 
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            
(64)

при N .  Тогда для четвёртой компоненты правой части рабочего представления (41) в точке 0x

в силу (64) имеем 
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, N .  (65) 
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Складывая глобальную оценку (63) с локальным результатом (65) получаем нашу асимптотическую 

формулу (13) с локальным остатком 
2 1

ln 
k

N
o

N 
 
 
 

 при N .  

Доказательство основного результата закончено. 
Ряды Фабера неоднократно упоминались выше. Классическими примерами рядов Фабера явля-

ются ряды Тейлора [71, с. 24] и ряды Фурье по системе многочленов Чебышёва первого рода [72]. 
Если при натуральном 1Zr  аналитическая в единичном круге 1z  функции )(zg  имеет 

производную r-го порядка, которая удовлетворяет на замкнутом единичном круге 1z  условию 

Липшица первого порядка 

           1
1 2 1 21supr r r

zg z g z g z z z
    , 

то, как показал С. Б. Стечкин [73, с. 466], на 1z  справедлива асимптотическая формула 

     
1 1

0 1

1 1
1

1 2 1

N
n

n r
n

g z g zn
g z d z O

N i N N 
  

                 
  , N . (66)

В этом случае граничная функция    ixf x g e  имеет тригонометрический ряд Фурье степенного

типа и, следовательно, тригонометрически сопряжённая функция       0f x i f x f    . Асимпто-

тическая формула (66) была обобщена на другие матричные средние рядов Тейлора в представленной 
А. Н. Колмогоровым статье А. К. Покало [74, с. 751]. 

С помощью понятия производной Фабера [75] асимптотические формулы типа (66) распро-
странены с 1z  на ряды Фабера на замкнутых жордановых областях с усиленно гладкой (stark glatt) 

границей [76] и с границей ограниченного вращения (bounded rotation) [77]. Классы таких областей 
различны в том смысле, что каждый из классов содержит область, не входящую в другой класс. 
Иными словами, в существенном используется разный математический аппарат. В случае единичного 
круга производные r-го порядка Фабера и обычные выражаются одни через другие [78, с. 164]. 

Если функция )(zf  непрерывна на отрезке 11  z , то 

1 1п. в.

2 21 1 11 1
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где символ «
в.п.

11 


z
» означает равенство почти всюду на отрезке 1 1z .    П. Л. Бутцер и Р. Л. Штэнс 

ввели понятие чебышёвски сопряжённой функции [79, с. 56]: 
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 
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Так как (cos θ) [ (cos θ)]
~

~f f
 

 , то при соответствующем предположении о )()( zf r  из асимптоти-

ческой формулы М. Заманского [80, с. 169] имеем 
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, N . 

Отсюда видна особая роль точек 1z  и 1z  в аппроксимации на отрезке 11  z  [81]. 
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Заключение. Асимптотическую формулу Е. В. Вороновской (4) для отклонения функции 
2[0, 1]f С  от её многочленов С. Н. Бернштейна )(xfBN  обобщил сам С. Н. Бернштейн (5) на функ-

ции 2 [0, 1]kf С , где k = 1, 2, 3, … . Аналогично в настоящей работе асимптотическая формула 

С. Н. Бернштейна (3) для отклонения функции ( ),f TC  которая имеет в точке 0x  конечные лево-

стороннюю  00  xf  и правостороннюю  00  xf  производные, от средних Фейера (8) её тригоно-

метрического ряда Фурье (1), обобщена нами (13) для отклонения функции )12()(2  Tf kС , которая 

имеет в точке 0x  конечные односторонние производные )12( k -го порядка, от матричных средних 

(6) её тригонометрического ряда Фурье (1). Полученная нами асимптотическая формула (13) имеет 
в главной части производные чётного порядка приближаемой функции f  и в случае нечётного порядка 

производные уже функции ,f  тригонометрически сопряжённой к функции f. В последнем заключа-

ется отличие главной части нашей асимптотической формулы (13) от главной части асимптотической 
формулы С. Н. Бернштейна (5). Само собой понятно, что в процессе доказательства (13) мы исполь-
зовали результаты, которые первопроходцам в момент получения ими своих асимптотических формул 
не были известны. Напомним, что подобные исследования Ж. Дьёдонне относил к «жёсткому» ана-
лизу (“hard” analysis). Внимание молодых математиков обратим на то, что понятие сопряжённой 
функции ввели: для ультрасферических рядов — Макенхоупт и Стейн [82, с. 24], для рядов Эрмита — 
Макенхоупт [83], для рядов Лагерра — Макенхоупт [84, с. 416], для рядов Уолша — Хант [85], для 
рядов Фурье по системе многочленов Чебышёва первого рода — уже упоминавшиеся выше П. Л. Бутцер 
и Р. Л. Штэнс [86, с. 56], И. Йо — для рядов Дирихле [87] и разложений Штурма—Лиувилля [88]. 
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