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УСТУП 
 

У тэхнічных ВНУ ўзровень засваення студэнтамі курса тэарэтычнай механікі 
ў значнай ступені вызначае і якасць іх падрыхтоўкі па ўсіх наступных дысцыплінах 
агульнатэхнічнага і спецыяльнага цыклаў. Асаблівасць курса заключаецца не толькі  
ў тым, што ён нясе ў сабе адмысловыя, фундаментальныя для інжынернай творчасці 
веды, але і развівае, фарміруе інтэлект будучага спецыяліста. Па гэтай прычыне 
правільна арыентаваны ў прыярытэтах сістэмы падрыхтоўкі спецыялістаў студэнт 
павінен паставіць у сваёй працы тэарэтычную механіку на першы план. 

Статыка — першы раздзел дысцыпліны. Яна ўтварае падмурак для вывучэння 
больш складаных раздзелаў. Узровень засваення дысцыпліны вызначаецца заключнай 
фазай у яе вывучэнні — навыкамі рашэння задач. Найбольш поўным зборнікам задач  
з методыкай іх рашэння з’яўляецца кніга [1]. У адрозненне ад яе дадзены метадычны 
дапаможнік дэталізуе працэс рашэння і значна пашырае асартымент складаных задач па 
статыцы. Ён прызначаны для самастойнай працы па вывучэнні курса і спрыяе 
паглыбленаму засваенню праграмы. Большасць задач запазычаны са зборнікаў [2—7], 
часам з неістотнымі змяненнямі, іншыя ўзяты з алімпіядных заданняў мінулых гадоў 
або складзены аўтарам. Амаль усе задачы змяшчаюць падрабязныя рашэнні або 
кароткія ўказанні. 
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1 МЕТАДЫЧНЫЯ ЎКАЗАННІ  
І ЗВЕСТКІ З ТЭОРЫІ 

 
1.1 Агульныя рэкамендацыі 

 
Перад тым як пачаць карыстацца дапаможнікам, неабходна 

азнаёміцца з наступнымі парадамі: 
1. Да работы над кожным раздзелам дапаможніка трэба прыступаць 

толькі пасля таго, як засвоена тэорыя па адпаведнай тэме. Для гэтага 
можна звярнуцца да падручнікаў або канспектаў. У дадзеным выданні 
прыводзяцца толькі кароткія звесткі з тэорыі. 

Пры вывучэнні тэорыі трэба пастаянна памятаць, што самы 
непрадуктыўны спосаб вывучэння тэарэтычнай механікі — гэта 
аўтаматычнае запамінанне зместу. Каб творча авалодаць азначэннямі, 
тэарэмамі, формуламі, неабходна зразумець іх сэнс. І гэта даступна 
кожнаму студэнту, але патрабуе настойлівасці. Запамінаць варта толькі 
тэрміны, зразумеўшы спачатку іх паходжанне і логіку.  

2. Неабходна глыбока ўнікаць у змест задачы, якую патрэбна 
рашыць. Азнаёміцца з умовай — гэта не проста запомніць змест задачы. 
Неабходна ўявіць сабе зададзены аб’ект, адчуць залежнасць паміж 
зыходнымі дадзенымі і велічынямі, якія трэба знайсці. У шматлікіх 
выпадках для ўразумення ўмовы неабходна правесці мысленны 
эксперымент. Напрыклад, там, дзе зададзена сіла, можаце ўявіць, што 
яе ствараеце сваімі мускульнымі напружаннямі. Уявіце, як будзе 
паводзіць сябе прадстаўлены ў задачы аб’ект, што перашкаджае яго 
руху, куды будуць накіраваны рэакцыі сувязяў і г. д. Добра, калі падчас 
удумлівага азнаямлення з умовай задачы ў вас ужо паспее якасны адказ 
на пастаўленыя ў ёй пытанні. 

3. Лічыцца стратэгічнай памылкай чытаць гатовае рашэнне задачы, 
не праявіўшы настойлівасці пры яе рашэнні. Цалкам натуральна, што 
поспех прыйдзе да вас пасля некалькіх спробаў атрымаць адказ. Калі ж вы 
рашылі задачу адразу, значыць гэтая задача «не ваша» — яна прызначана 
для студэнта ніжэйшага ўзроўню падрыхтоўкі. Рэкамендуецца прыступаць 
да выканання дамашняга задання ў той дзень, калі яно выдадзена 
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выкладчыкам. Ваша рашэнне будзе, як правіла, адрознівацца ад 
прыведзенага тут. Яно можа быць і карацей, і лепей. Ну, а калі і пасля 
пятай спробы не ўдалося зрушыцца з месца, то паглядзіце тут толькі 
пачатак рашэння. Да канца даводзьце яго самастойна. Лікавыя дадзеныя 
падстаўляйце на апошнім этапе рашэння. 

4. Пасля таго, як рашылі задачу, неабходна асэнсаваць 
(прааналізаваць) вынік. Найперш пераканайцеся, у якой меры вы мелі 
рацыю, калі прадказвалі вынік, у чым вас падвяла інтуіцыя. Звярніце 
ўвагу на знакі знойдзеных велічынь, якія параметры апынуліся ў лічніку, 
а якія ў назоўніку, у якой ступені яны ўвайшлі ў формулу і г. д. Калі 
застануцца сумненні, то падзяліцеся імі з выкладчыкам. Вярніцеся 
яшчэ раз да ўмовы задачы. Калі там ёсць якія-небудзь абмежаванні 
(напрыклад, не ўлічваецца вага, трэнне, памеры якіх-небудзь цел і інш.), 
то паспрабуйце якасна ацаніць, як зменіцца вынік без такіх абмежаванняў. 
Самастойна пастаўце шэраг іншых дадатковых пытанняў. У некаторых 
выпадках такія пытанні тут сфармуляваны, абмежаваны аб’ём 
дапаможніка не дазволіў зрабіць гэта ва ўсіх рэшаных задачах. 
Помніце, вывучыць механічныя з’явы, здабыць каштоўны досвед 
можна толькі падчас глыбокага аналізу вынікаў рашэння задачы.  

5. Поспех студэнта ў вывучэнні гэтага дапаможніка залежыць ад яго 
настойлівасці, ад валявых якасцяў. З гэтага пункту гледжання 
дапаможнік можа служыць тэстам для самаацэнкі. Калі студэнт, нягледзячы 
на цяжкасці, крок за крокам рухаецца наперад, поспех яму забяспечаны. 
У працэсе работы стабілізуецца сіла волі, удасканальваецца інтэлект. 
Калі студэнт здолее разабрацца ва ўсіх змешчаных тут задачах, ён ужо 
становіцца на галаву вышэй сваіх аднакурснікаў і ў будучым лёгка 
спасцігае ўсе іншыя інжынерныя навукі. 

 
 

1.2 Кароткія звесткі з тэорыі 
 

У статыцы разглядаецца механічнае ўзаемадзеянне паміж нерухомымі 
матэрыяльнымі аб’ектамі, пад якімі разумеюць матэрыяльныя пункты  
і іх сістэмы — абсалютна цвёрдыя целы. Механічныя сістэмы, якія 
складаюцца з некалькіх цвёрдых цел, прынята называць складанымі 
або сучлененымі. Мерай узаемадзеяння паміж матэрыяльнымі аб’ектамі 
служыць механічная сіла з уласцівасцямі вектара. Адрозніваюць сілы 
знешнія і ўнутраныя, актыўныя і рэакцыі сувязей. Знешнімі называюць 
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сілы ўзаемадзеяння дадзенай сістэмы з целамі, якія не ўваходзяць у яе. 
Пад унутранымі разумеюць сілы ўзаемадзеяння паміж часткамі, што 
ўтвараюць сістэму. Вельмі важным паняццем у механіцы з’яўляецца 
сувязь. Сувяззю ў статыцы называюць цела, якое абмяжоўвае свабоду 
перамяшчэння механічнай сістэмы або яе частак. Сувязі, як і сілы, 
могуць быць знешнімі і ўнутранымі, бо целы, што ўваходзяць у адну 
сістэму, перашкаджаюць узаемнаму перамяшчэнню. Сілы, з якімі сувязі 
дзейнічаюць на механічную сістэму, прынята называць рэакцыямі 
сувязей. Рэакцыі ўзнікаюць у выніку ўзаемадзеяння цел паводле 
аксіёмы аб роўнасці дзеяння і супрацьдзеяння: сістэма дзейнічае 
(напрыклад, цісне) на сувязь, а тая «рэагуе» (супрацьдзейнічае) з дапамогай 
адваротнай сілы. Механічную сістэму, на якую не накладзены сувязі, 
называюць свабоднай. Паводле адной з аксіём статыкі, сувязі, якія 
перашкаджаюць руху сістэмы, можна адкідаць, замяняючы іх дзеянне  

 

 

рэакцыямі (рыс. 1.1). Звярніце 
ўвагу: рэакцыі RA і RB не 
здольны выклікаць рух цела; 
іх з’яўленне абумоўлена сілай 
цяжару G, пры адсутнасці 
сілы G рэакцыі не ўзнікаюць. 
Сілы, якія могуць прывесці 
свабоднае цела ў рух, назы-
ваюць актыўнымі. 

 
                 а)                                                 б)    

 
Рысунак 1.1 

 

У статыцы разглядаюцца дзве асноўныя задачы. Першая асноўная 
задача складаецца ў эквівалентным пераўтварэнні сістэм сіл. Яна 
рашаецца на падставе тэарэм аб пераносе вектара сілы, уласцівасцей 
пар сіл і тэарэмы аб прывядзенні сістэм сіл да аднаго цэнтра (тэарэмы 
Пуансо). Апошняя дазваляе прывесці адвольную сістэму сіл )F, …, F, F( n

rrr
21  

да аднаго цэнтра O і замяніць яе галоўным вектарам R
r

 і галоўным 
момантам OM

r
, якія вылічаюцца па формулах: 

 

,
1

∑
=

=
n

i
iFR

rr
                                            (1.1) 

 

.)(
1

∑
=

=
n

i
iOO FMM
rrr

                                     (1.2) 
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Больш падрабязныя тэарэтычныя звесткі прыведзены ў раздзеле 4. 
Другая асноўная задача статыкі складаецца ў вызначэнні сіл (у тым 

ліку рэакцый сувязей), момантаў пар сіл, геаметрычных параметраў 
сістэмы з умоў раўнавагі. Для раўнавагі цвёрдага цела, да якога 
прыкладзена якая-небудзь сістэма сіл, неабходна і дастаткова, каб 
галоўны вектар (1.1) і галоўны момант (1.2) гэтай сістэмы адносна 
любога цэнтра былі роўныя нулю, г. зн. павінна быць выканана ўмова  

 

,0
1

=∑
=

n

i
iF

r
                                            (1.3)

  

.0)(
1

=∑
=

n

i
iO FM

rr
                                      (1.4) 

 
Калі спраектаваць вектарныя роўнасці (1.3) і (1.4) на восі 

дэкартавай сістэмы каардынат, то атрымаем аналітычныя ўмовы 
раўнавагі. Іх колькасць залежыць ад размяшчэння сіл у прасторы. 
Аналітычныя ўмовы раўнавагі змешчаны ў табліцах 1.1 і 1.2. Дадзены 
дапаможнік прысвечаны пераважна другой асноўнай задачы статыкі. 

 
 

Т а б л і ц а  1.1  
 

Прасторавая сістэма сіл Апісанне 
мадэлі Сістэма сыходных сіл Сістэма паралельных сіл Агульны выпадак 

Нагрузка 

   

Умовы 
раўнавагі 













=

=

=

∑
∑
∑

i
i

i
i

i
i

Z

Y

X

.0

,0

,0

 (1) ( )
( )














=

=

=

∑
∑

∑

i
iz

i
ix

i
i

FM

FM

Y

.0

,0

,0

r

r
 (2) 













=

=

=

∑
∑
∑

i
i

i
i

i
i

Z

Y

X

.0

,0

,0

 (3) 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

Ре
по
зи
то
ри
й Б
ар
ГУ

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 9 

Заканчэнне табл. 1.1 
 

Прасторавая сістэма сіл Апісанне 
мадэлі Сістэма сыходных сіл Сістэма паралельных сіл Агульны выпадак 

Умовы 
раўнавагі   

( )
( )
( )














=

=

=

∑
∑
∑

i
iz

i
iy

i
ix

FM

FM

FM

.0

,0

,0

r

r

r

(4) 

 
 

Т а б л і ц а  1.2 
 

Прасторавая сістэма сіл Апісанне 
мадэлі Сістэма сыходных сіл Сістэма паралельных сіл Агульны выпадак 

Нагрузка 

   

Умовы 
раўнавагі 







=

=

∑
∑

i
i

i
i

Y

X

.0

,0
 (1) ( ) 






=

=

∑
∑

i
iA

i
i

FM

Y

.0

,0
r  (2) 

( )













=

=

=

∑
∑
∑

i
iA

i
i

i
i

FM

Y

X

.0

,0

,0

r
 (3) 

( )
( )

( ) 













≠

=

=

=

∑
∑

∑

.0,cos

,0

,0

,0

iBA

FM

FM

X

i
iB

i
iA

i
i

rr

r

r

 (4) 
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Заканчэнне табл. 1.2 
 

Прасторавая сістэма сіл Апісанне 
мадэлі Сістэма сыходных сіл Сістэма паралельных сіл Агульны выпадак 

 

  

( )
( )
( )














=

=

=

∑
∑
∑

i
iC

i
iB

i
iA

FM

FM

FM

.0

,0

,0

r

r

r

 (5) 

Цэнтры А, В, С не ляжаць на 
адной прамой 

 
 
УВАГА! 
1. У табліцы 1.2 усе сілы змешчаны ў плоскасцях Oxy. 

2. У табліцах 1.1, 1.2 
i

∑ раўназначна 
1

.
n

i=
∑  

3. У якасці восей праекцый можна выбіраць любыя непаралельныя восі; 
прамавугольная сістэма каардынат прымаецца абавязкова толькі ў тых 
выпадках, калі неабходна вылічыць велічыню раўнадзейнай сілы (або 

момантаў сіл) праз яе складовыя па формуле 2 2 2 .x y zF F F F= + +  
 
 

Да таго, як прыступіць да рашэння задач, неабходна самастойна 
навучыцца праектаваць сілы на восі і на плоскасці, лёгка знаходзіць 
моманты сіл адносна пунктаў і восей, а таксама вывучыць уласцівасці 
пар сіл. Пры гэтым неабходна звярнуць увагу на наступныя палажэнні: 
 

 
 

Рысунак 1.2 

1. Праекцыя сілы F на любую вось, 
напрыклад Ox, вызначаная па формуле 

cosxX F F≡ = α , з’яўляецца скалярнай 

велічынёй, тады як складовая сілы xFX
rr

≡ , 
што паралельны да восі Ох , — вектар (рыс. 
1.2). Суадносіны паміж імі выражаюцца 
формулай iXX

rr
= , дзе i

r
 — адзінкавы орт 1  

восі Ox. 
1 

                                                
1 Булыка А. М. Слоўнік іншамоўных слоў : у 2 т. Мн. : БелЭн, 1999. — Т. 2 — С. 139. 
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2. Праекцыя сілы F на плоскасць Р з’яўляецца вектарам, модуль 
якога cospF F= θ  (рыс. 1.3). 

3. Калі сіла F і вось Ox не ляжаць у адной плоскасці, то для 
вылічэння праекцыі сілы на вось неабходна спачатку знайсці праекцыю 
сілы на плоскасць, што праходзіць праз вось (напрыклад на каардынатную 
плоскасць xyFOxy

r
− ), а затым вызначыць праекцыю вектара xyF

r
 на 

вось Ох (рыс. 1.4) па формуле cos cos cos .xyX F F= α = θ α  
 
 

  
 

Рысунак 1.3 
 

Рысунак 1.4 
 

 
4. Плячом h сілы F называецца найкарацейшая адлегласць ад цэнтра 

момантаў A (рыс. 1.5, а) да лініі дзеяння сілы. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

  
 
а) 
 

 
б) 
 

Рысунак 1.5 
 

Х 
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5. Пры вызначэнні знака моманту сілы адносна восі неабходна 
глядзець на сілу з дадатнага накірунку восі. Калі будзе відаць, што сіла 
накіравана адносна яе супраць руху стрэлкі гадзінніка, то знак 
прымаецца дадатным. Варта звяртаць асаблівую ўвагу на знак моманту  
з мэтаю папярэджвання памылак і развіцця прасторавага ўяўлення. 

6. Калі сіла F знаходзіцца ў адной плоскасці з воссю, то яе момант 
адносна гэтай восі роўны нулю. Такая сіла не здольна вярцець цела 
вакол восі, яна можа толькі перамяшчаць яго паступальна, у прыватнасці, 
уздоўж восі. 

7. Праекцыя пары сіл на любую вось, размешчаную ў яе плоскасці, 
роўна нулю, а яе момант адносна любога пункта роўны ўласнаму 
моманту пары (г. зн. не залежыць ад выбару пункта). Апошняе 
сцвярджэнне справядліва і для моманту пары адносна восі, калі 
плоскасць пары перпендыкулярна да восі. 

У тых выпадках, калі плоскасць дзеяння пары сіл нахілена да восей 
каардынат, для вызначэння яе моманту адносна гэтых восей пару 
зручна прадставіць у выглядзе вектара, перпендыкулярнага да плоскасці 
дзеяння. На рысунку 1.5, б, вектар М

r
 перпендыкулярны да плоскасці 

АВС, а момант пары М адносна восі Оу роўны праекцыі вектара М
r

 на вось: 
 

 
 

Рысунак 1.6 

β.cosMM y =  Такім чынам, момант пары 
адносна восі вызначаецца як і праекцыя 
сілы на вось. 

8. Калі да цела разам з сіламі прыкладзены 
і пары сіл, то іх моманты неабходна 
ўлічваць ва ўмовах раўнавагі, якія апісаны 
сістэмамі (2)—(4) табліцы 1.1, (1)—(5) 
табліцы 1.2, уключаючы ў сумы момантаў сіл. 

9. Пры вылічэнні момантаў сіл адносна 
пункта (або восі) мэтазгодна выкары-
стоўваць тэарэму Варыньёна: момант 
раўнадзейнай сістэмы сіл адносна цэнтра 
(або восі) роўны суме момантаў яе 
складовых адносна гэтага цэнтра (восі). 

10. Пры наяўнасці размеркаванай нагрузкі q 
яе трэба замяніць раўнадзейнай Q. Лінія 
дзеяння Q праходзіць праз цэнтр паралельных 
сіл С. Некаторыя выпадкі прывядзення да 
раўнадзейнай паказаны на рысунку 1.6.  
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Велічыня і пункт прыкладання раўнадзейнай не залежаць ад вугла .α  
Трапецыядальную нагрузку (рыс. 1.6, в) мэтазгодна прадставіць дзвюма 
засяроджанымі сіламі: lqQ 11 =  і .)(2

1
122 lqqQ −=  У больш складаных 

выпадках раўнадзейную і пункт яе прыкладання вызначаюць  
з дапамогай інтэгравання (гл. задачу 2.1). 

11. Нямала цяжкасцей пры рашэнні задач выклікае ўлік сіл трэння. 
Законы трэння трэба вывучыць па падручніку. Адрозніваюць трэнне 
слізгання (трэнне першага роду) і трэнне качэння (трэнне другога 
роду). Пры вывучэнні раўнавагі цела з улікам трэння ўсе прыкладзеныя 
да яго сілы можна аб’яднаць у дзве групы: тыя, што імкнуцца прывесці 
цела ў рух, і сілы супраціўлення, што ўзнікаюць дзякуючы трэнню.  
У стане спакою цела гэтыя сілы ўраўнаважваюцца. Сілы трэння (рэакцыі) 
заўсёды процілеглыя па напрамку да актыўных сіл. Прыкладзеныя да 
цела сілы змяняюцца ў вызначаным дыяпазоне (прымаюць мноства 
значэнняў), не парушаючы раўнавагі цела. Межы вобласці раўнавагі 
цела вызначаюцца гранічнымі значэннямі сілы трэння слізгання F  
і моманту трэння качэння М і маюць від:  

 
,fNF ≤                                               (1.5) 

 

,M N≤ δ                                                1.6) 
 
дзе f, δ — каэфіцыент трэння слізгання і качэння адпаведна;  

N    — нармальнае складовае рэакцыі паверхні, вызначае з умовы 
раўнавагі цела. 

12. Спынімся на практычна важным выпадку — цыліндр вагою P  
і радыусам r знаходзіцца на шурпатай гарызантальнай плоскасці (рыс. 1.7). 

  

 

Паколькі тут N = Р, F = Q і M = δN = Qr,  
то ўмовы (1.5) і (1.6) можна прадставіць  
у выглядзе няроўнасцей:  
 

,fPQ ≤                          (1.7) 
 

.P
r

Q
δ

≤                          (1.8) 

 
Як відаць, формулы (1.7) і (1.8) 

адрозніваюцца  толькі  каэфіцыентамі  пры Р,  
 

Рысунак 1.7 
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г. зн. характарыстыкамі супраціўлення. Паміж імі магчымы тры 

суадносіны: ,f
r

<
δ  ,f

r
>

δ  .f
r

=
δ  

Розныя станы цыліндра на плоскасці для гэтых суадносін пры змене 
сілы Q прыведзены ў табліцы 1.3. 

 
 
УВАГА! 

1. Звычайна ,f
r
δ

<<  таму для качэння цыліндра патрабуецца значна меншая сіла 

Q, чым для слізгання. 
2. Табліца 1.3 справядлівая толькі для выпадку, калі сіла Q прыкладзена да восі 
цыліндра. 

 
 

13. Пры аналізе раўнавагі складаных сістэм аксіёма аб зацвярдзенні 
дазваляе разглядаць такія сістэмы або іх часткі з некалькіх цел як адно 
цела. Гэта нярэдка прыводзіць да скарачэння рашэння задачы. Трэба 
памятаць, што пры раздзяленні такіх сістэм, сілы ўзаемадзеяння паміж 
часткамі — рэакцыі ўнутраных сувязей — накіроўваюцца ў процілеглыя 
бакі. Пры аналізе сістэм, якія складаюцца з вялікай колькасці цел, карысна 
 
 
Т а б л і ц а  1.3 
 

Суадносіны 
характарыстык 

супраціўлення руху 
Граніцы змянення сілы Q Стан цыліндра на плоскасці 

P
r

Q δ
≤  У раўнавазе 

P
r

QfP δ
≥f  Коціцца без слізгання 1. f

r
p

δ  

fPQ ≥  Коціцца і слізгае 
fPQ ≤  У раўнавазе 

fPQP
r

≥f
δ  Слізгае без качэння 2. f

r
f

δ  

P
r

Q δ
≥  Слізгае і коціцца 

P
r

Q δ
≤  У раўнавазе 

3. f
r

=
δ  

P
r

Q δ
≥  Слізгае і коціцца 
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ўмець вызначаць лініі дзеяння поўных рэакцый сувязей (у тым ліку 
ўнутраных), бо раскладанне іх на складовыя патрабуе аналізу большай 
колькасці ўраўненняў. У гэтым дапамагаюць аксіёмы аб абсалютна 
цвёрдым целе і тэарэмы аб трох сілах. 

14. Як вядома, большасць аб’ектаў тэхнікі ўяўляюць сабою 
несвабодныя механічныя сістэмы. Для вызначэння рэацый сувязей 
несвабодныя аб’екты прыводзяць да свабодных. Каб пазбегнуць памылак 
пры вызваленні матэрыяльных аб’ектаў ад сувязей, неабходна цвёрда 
засвоіць уласцівасці сувязей. Найбольш пашыраныя віды плоскіх 
сувязей і іх рэакцыі прыведзены ў табліцы 1.4, дзе сувязі, іх рэакцыі  
і матэрыяльныя аб’екты абазначаны адпаведна літарамі C, R, MA. 
Самае галоўнае пры вывучэнні табліцы — зразумець, а не запомніць, 
якія рэакцыі адпавядаюць той ці іншай сувязі. А для гэтага дастаткова 
толькі ведаць, што рэакцыя сувязі — гэта сіла супрацьдзеяння 
матэрыяльнаму аб’екту. Сапраўды, на матэрыяльны аб’ект дзейнічаюць 
актыўныя сілы, якія імкнуцца зрушыць яго; але гэта не дазваляюць 
зрабіць накладзеныя на аб’ект сувязі. Напрамак супрацьдзеяння 
(напрамак рэакцыі) можна ўбачыць з рысунка аб’екта і сувязі. Калі 
сувязь дапускае ў якім-небудзь напрамку перамяшчэнне аб’екта, то яе 
супрацьдзеянне ў гэтым напрамку адсутнічае і адпаведная рэакцыя не 
ўзнікае. Колькасць абмежаванняў, якія накладвае сувязь на матэрыяльны 
аб’ект, будзем абазначаць літарай z і называць валентнасцю сувязі. 
Сувязь, для якой z = 1, называецца простай (аднавалентнай). Колькасць 
рэакцый сувязі (альбо яе кампанент) роўна яе валентнасці.  
 
 
Т а б л і ц а  1.4 
 

Схема Назва сувязі С Валентнасць 
сувязі z Заўвага 

1. 

 

Гладкая паверхня 1 
Рэакцыя перпендыкулярна 
да паверхні сувязі 
( )τAR A ⊥
r

 

2. 

 

Гладкая паверхня са зломам 
(па лінні AA) 1 

Рэакцыя перпендыкулярна 
да паверхні 
матэрыяльнага аб’екта 
( )τAR A ⊥
r
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Заканчэнне табл. 1.4 
 

Схема Назва сувязі С Валентнасць 
сувязі z Заўвага 

3. 

 

Бязважкая ніць (трос, канат, 
ланцуг, вяроўка і інш.) 1 Рэакцыя накіравана па 

ніці ад MA 

4. 

 

Ненагружаны бязважкі 
стрыжань з шарнірамі  
на канцах 

1 
Рэакцыя накіравана па 
прамой, якая праходзіць 
праз шарніры стрыжня 

5. 

 

Ідэальны нерухомы 
цыліндрычны шарнір 2 

Рэакцыя праходзіць праз 
цэнтр шарніра і 
перпендыкулярна да яго 
восі 

6. 

 

Ідэальны рухомы 
цыліндрычны шарнір 1 

Рэакцыя 
перпендыкулярна да 
паверхні, на якой 
замацаваны шарнір 

7. 

 

Слізгальнае замацаванне 2 
Рэакцыя 
перпендкулярна да 
плоскасцей слізгання MA 

8. 

 

Падвойнае слізгальнае 
замацаванне 1 

Рэактыўная пара M 
дзейнічае ў плоскасці 
нагрузкі MA 

9. 

 

Жорсткае замацаванне 3 

Сячэнне A 
матэрыяльнага аб’екта 
(сувязь) нерухома. RA, 
MA дзейнічаюць у 
плоскасці нагрузкі 

AAA YXR
rrr

+=  
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Рысунак 1.8 
 

Рысунак 1.9 
 
 

Акрамя плоскіх, выкарыстоўваюцца прасторавыя сувязі: ідэальны 
нерухомы сферычны шарнір (рыс. 1.8) і жорсткае замацаванне (рыс. 1.9), 
валентнасці якіх роўны тром і шасці адпаведна. 

 
 

1.3 Методыка рашэння другой асноўнай  
задачы статыкі 

 
Сутнасць гэтай задачы, як выкладзена ў падраздзеле 1.2, заключаецца 

ў вызначэнні сілавых і геаметрычных параметраў механічнай сістэмы  
з умоў раўнавагі. Асартымент задач, што належаць да гэтай групы, 
вельмі шырокі і разнастайны. І толькі строга прытрымліваючыся 
вызначанай паслядоўнасці дзеянняў, можна пазбегнуць памылак пры іх 
рашэнні. Разгледзім гэтую паслядоўнасць.  

1. Вывучаем зададзеную механічную сістэму і выбіраем на рысунку 
аб’ект раўнавагі, г. зн. матэрыяльны або геаметрычны пункт (вузел), 
цела ці сістэму целаў, для якіх неабходна скласці ўмовы раўнавагі. Каб 
гэтыя ўмовы ўтрымлівалі шукаемыя рэакцыі сувязей і невядомыя сілы, 
то адпаведныя сувязі павінны быць накладзены на гэты аб’ект і на яго 
павінны дзейнічаць невядомыя сілы. Такім чынам, неабходныя прыкметы 
для вылучэння аб’екта раўнавагі закладзены ва ўмове задачы. Калі 
разлядаецца простая механічная сістэма з адным нагружаным целам, то 
яно і з’яўляецца аб’ектам раўнавагі. Пры аналізе складаных сістэм, 
утвораных з n целаў, такіх аб’ектаў будзе n: трэба разглядаць раўнавагу 
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кожнага цела асобна альбо раўнавагу ўсёй сістэмы цалкам i (n – 1)-го 
цела паасобку. Калі пры гэтым у складаную сістэму ўваходзяць 
ненагружаныя целы, то іх можна разглядаць як сувязі і не запісваць для  
 

 
 

Рысунак 1.10 
 
 

 
 

а) 
 
 

 
 

б) 
 
 

 
 

в) 
 

Рысунак 1.11 

іх умоў раўнавагі. І тады колькасць 
аб’ектаў раўнавагі зменшыцца, рашэнне 
задачы будзе прасцейшым. У якасці 
прыклада разгледзім механічную сістэму 
з трох целаў (рыс. 1.10): АВ, ВС, CD. Да 
стрыжня ВС сілы не прыкладзены, 
значыць ён уяўляе ўнутраную сувязь, 
якая змешчана ў табліцы 1.4 (радок 4) як С2. 
Пры гэтым лініі дзеяння рэакцый у 
шарнірах В і С накіраваны па прамой ВС. 

Адно і тое ж цела ў складзе меха-
нічнай сістэмы ў залежнасці ад дзеючых 
на яго сіл можа разглядацца ў якасці 
сувязі альбо аб’екта раўнавагі. Так, на 
рысунку 1.11, а, цела D1 з’яўляецца 
аб’ектам раўнавагі, цела D2 — сувяззю,  
а на рысунку 1.11, б, — наадварот. На 
рысунку 1.11, в, неабходна вылучыць 
два аб’екты раўнавагі D1 і D2. 

2. Вызваляем выбраны аб’ект ад 
накладзеных на яго сувязей, сувязі замяняем 
іх рэакцыямі. Пры гэтым мэтазгодна 
выканаць новы рысунак без сувязей. Перад 
выкананнем гэтага дзеяння неабходна 
паўтарыць п. 14 (падраздзел 1.2) і затым 
кіравацца інфармацыяй, змешчанай у таб-
ліцы 1.4. Як ужо адзначалася, колькасць 
рэакцый роўна валентнасці сувязі. Больш 
дакладна гэта сцвярджэнне можна 
сфармуліраваць так: колькасць невядомых 
параметраў рэакцыі роўна валентнасці 
адпаведнай сувязі. Такімі параметрамі 
рэакцыі (як і любога вектара) могуць 
быць: модуль рэакцыі і вугал яе нахілу 
да  восі  каардынат альбо  кампаненты  
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вектара — яго складовыя па восях каардынат. 
Больш зручна пры рашэнні задач карыстацца 
апошнімі параметрамі. Так, на рысунку 1.12 
ідэальны нерухомы шарнір пасля вызвалення МА 
заменены кампанентамі AX

r
і AY

r
 вектара AR

r
 

(можна было б прыняць у якасці невядомых 
параметры AR  і α ). Для трохвалентнай сувязі А 
на рысунку 1.8 невядомымі параметрамі будуць 

 
Рысунак 1.12 

 
складовыя AX , AY  і AZ , а для шасцівалентнай на рысунку 1.9 — ,AX  

,AY  ,AZ  ,xM  yM  і .zM  Пры вызваленні матэрыяльнага аб’екта ад 
плоскага жорсткага замацавання (сувязь № 9 у табліцы 1.4) у якасці 
невядомых прымаюцца AX , AY  і .AМ  

У прасторавым аб’екце графічны выгляд накладзенай сувязі можа 
адрознівацца ад яе плоскай выявы ў табліцы 1.4. І гэта часам прыводзіць 
да памылак пры вызваленні ад сувязей. У якасці прыклада на рысунку 1.13 
паказаны дыск D, вось якога замацавана з дапамогай ідэальных 
нерухомых цыліндрычных шарніраў А і В (іх тэхнічная назва — 
падшыпнікі). На плоскім рысунку 1.13, а, сувязі А і В супадаюць.  
Іх тыпы лёгка ўстанаўліваюцца. Аднак на аксанаметрычным рысунку 
1.13, б, яны памылкова ўспрымаюцца як слізгальныя замацаванні № 7 
(табл. 1.4) з рэактыўным момантам. 

 
 

 
 
                                             а)                                                     б) 
 

Рысунак 1.13 
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У далейшым складовыя ,AX  ,AY  ,AZ  як і іх раўнадзейную 

,222
AAA ZYXR

A
++=  будзем называць адным словам — рэакцыя. 

Пры вызваленні аб’екта ад сувязей неабходна памятаць, што не ўсе 
целы, прымацаваныя да яго, з’яўляюцца сувязямі. Каб не памыліцца, 
трэба цвёрда кіравацца азначэннем: сувязь — гэта цела, якое ўтрымлівае 
аб’ект ад перамяшчэння; сувязь не можа выклікаць рух аб’екта. На 
рысунку 1.14 аб’ектам раўнавагі з’яўляецца стрыжань АВС. Прымацаваныя 
да яго ў пунктах В і С тросы Т1 і Т2 часам памылкова разглядаюць як 
сувязі. На самой справе яны не з’яўляюцца сувязямі — праз іх 
перадаюцца на стрыжань АВС актыўныя сілы Р і Q, якія імкнуцца 
рухаць аб’ект. Пры рашэнні задачы сілы цяжару Р і Q трэба перанесці  
ў пункты В і С, як паказана на рысунку 1.14 пункцірам, а целы адкінуць. 

 
 

 
 

Рысунак 1.14 
 

 
3. Складаем умовы раўнавагі для аб’ектаў, выбраных у п. 1 

(падраздзел 1.3). Пры гэтым карыстаемся табліцамі 1.1, 1.2 і ўсімі 
рэкамендацыямі, прыведзенымі ў падраздзеле 1.2. Перш за ўсё трэба 
звярнуць увагу, якая сістэма сіл дзейнічае на аб’ект раўнавагі — 
плоская ці прасторавая. Затым з табліцы 1.1 ці 1.2 выбраць адпаведныя 
ўмовы раўнавагі. Далейшы поспех залежыць ад умення знаходзіць 
праекцыі сіл на восі каардынат і моманты сіл адносна цэнтраў ці восей. 

Калі на аб’ект дзейнічае плоская сыходная сістэма сіл, то задачу 
можна хутчэй рашыць графічна, пабудаваўшы замкнёны многавугольнік 
сіл. І надзвычай проста рашаецца задача, калі да цела прыкладзена 
толькі адна сіла і магчыма прымяненне тэарэмы аб трох сілах. 
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4. Рашаем атрыманую ў п. 3 (падраздзел 1.3) сістэму алгебраічных 
ураўненняў. У правільна складзенай сістэме колькасць невядомых 
велічынь роўна колькасці ўраўненняў раўнавагі. Частка знойдзеных у 
выніку рашэння рэакцый можа мець знак «мінус». Гэта азначае, што 
сапраўдны напрамак адмоўных рэакцый процілеглы іх напрамку, 
паказанаму на рысунку, дзе гэты напрамак выбіраўся адвольна. Мяняць 
напрамак адмоўных рэакцый на рысунку не патрэбна. Неабходна 
выканаць праверку правільнасці рашэння. Для гэтага можна падставіць 
знойдзеныя велічыні ва ўраўненні раўнавагі. Больш эфектыўнай будзе 
праверка, калі скласці суму момантаў адносна новага цэнтра і падставіць 
у яе знойдзеныя значэнні рэакцый.  

 
 

2 РАЎНАВАГА ПЛОСКАЙ СІСТЭМЫ СІЛ 
 

2.1 Раўнавага аднаго цела 
 
Задача 2.1 
Інтэнсіўнасць размеркаванай нагрузкі, прыкладзенай да кансольнай 

бэлькі даўжынёй l, прапарцыянальна квадрату адлегласці ад свабоднага 
канца (рыс. 2.1). Яе раўнадзейная роўна Q. Вызначыць рэактыўны 
момант замацавання.  

 
 

  
 

Рысунак 2.1 
 

Рысунак 2.2 
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Рашэнне 
Для атрымання адказу неабходна скласці ўмову раўнавагі бэлькі 

,0)(∑ =
i

iA FM
r

 аднак для гэтага не хапае каардынаты xC пункту 

прыкладання раўнадзейнай размеркаванай нагрузкі Q (г. зн. пляча сілы Q). 
Увядзем восі каардынат з пачаткам у пункце О. Тады інтэнсіўнасць 

размеркаванай нагрузкі ў пункце, вызначым каардынатай x, паводле 
ўмовы задачы ,2kxq =  дзе k — невядомы каэфіцыент прапарцыянальнасці. 
Лінія дзеяння раўнадзейнай Q праходзіць праз цэнтр цяжару плошчы F, 
абмежаванай графікам нагрузкі (рыс. 2.2).  

Вызначым яго каардынату xC. Для гэтага выкарыстаем формулу  
 

,/0 QSxc =      (2.1)  
 

дзе S0 — статычны момант плошчы F адносна пункта О, роўны ;
0

0 ∫=
l

qxdxS   

Q — велічыня самой плошчы, роўная .
0
∫=
l

qdxF  

Падстаўляючы ў роўнасць ∫=
l

qdxF
0

 выраз ,2kxq =  знаходзім 

статычны момант Sо і велічыню плошчы па формулах: ,
4
1

0

43
0 ∫ ==

l

kldxxkS  

.
3
1

0

32∫ ==
l

kldxxkQ   

Па формуле (2.1) маем роўнасці: lkl/klxc 4
3

3
1

4
1 34 ==  і .

4
1

lAChQ ==  

Вызваляемся ад сувязей і складаем умову раўнавагі бэлькі. Атрымаем выраз 
 

.0)(∑ =−=
i

QAiA QhMFM
r

 

 

Адгэтуль .
4
1

QlQhM QA ==   
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Задача 2.2  
Размешчаны ў вертыкальнай плоскасці аднародны стрыжань AB 

даўжынёй l і масай m упіраецца канцом B у вертыкальную сценку  
і канцом A ў паверхню OC (рыс. 2.3). Знайсці ўраўненне крывой OC у 
сістэме каардынат xOy, на якой у любым становішчы, вызначаным 
вуглом θ, стрыжань знаходзіцца ў раўнавазе. Трэннем ігнараваць. 

 
Рашэнне 
Дзеянне сувязей на стрыжань замяняем рэакцыямі RA і RB. Сіла 

цяжару стрыжня P прыкладзена ў яго сярэдзіне F. Так як стрыжань 
знаходзіцца ў раўнавазе пад дзеяннем трох сіл, то іх лініі дзеяння 
перасякаюцца ў адным пункце К (рыс. 2.4). Пры гэтым рэакцыя RA 
перпендыкулярна да датычнай .τА  На гэтым вычэрпваецца 
прымяненне тэарэтычнай механікі і ў дзеянне ўступае матэматыка. 
Няхай ϕ=∠AKE . З уласцівасці артаганальнасці старон вуглоў заключаем, 
што такі ж вугал утварае і датычная τА  з воссю Оx. Знойдзем 
залежнасць паміж каардынатамі канца А стрыжня ў адвольным 
становішчы на паверхні ОС. Скарыстаемся ўласцівасцю вытворнай y′  
у пункце А, якая мае выгляд 

.tgy ϕ=′                                               (2.2) 
 
 

  
 

Рысунак 2.3 
 

Рысунак 2.4 
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Выразім ϕtg  праз x і l. З рысунка 2.4 відаць, што 

22

2/tgφ
xl

x
BД
AE

EK
AE

−
=== ; такім чынам, 222/ xlxy −=′  або 

 
.2/ 22 xlxdxdy −=             (2.3) 

 
Інтэгруем роўнасць (2.3) і атрымаем выраз 
 

.
2
1

1
22 Cxly +−−=                (2.4) 

 
Паколькі крывая, апісаная ўраўненнем (2.4), праходзіць праз пачатак 

каардынат, то яе ўраўненню здавальняюць каардынаты х = 0, у = 0, 

г. зн. 1
2 0

2
1

0 Cl +−−= , адкуль .
2
1

1 lC =   

Канчаткова атрымліваем: ).(
2
1 22 xlly −−=  

 
 
Задача 2.3  
Цыліндр вагой Р і радыусам R ляжыць на шурпатай гарызантальнай 

плоскасці і дакранаецца шурпатай вертыкальнай сценкі (рыс. 2.5). Пры 
якім моманце пары сіл, прыкладзенай да цыліндра, ён будзе 
знаходзіцца ў раўнавазе, калі каэфіцыенты трэння слізгання цыліндра па 
гарызантальнай плоскасці і сценцы роўныя f1 і f2? 

 
Рашэнне  
Вызваляем цыліндр ад накладзеных на яго сувязей. На цыліндр, як 

відаць з рысунка 2.6, дзейнічае плоская сістэма сіл. Складаем умовы 
раўнавагі: 

,021∑ =−= NFX i                                      (2.5) 
 

,021∑ =−+= PFNYi                                    (2.6) 
 

.0)( 210∑ =−+= MrFrFFM i

r
                            (2.7) 
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Рысунак 2.5 
 

Рысунак 2.6 
 
 

У стане гранічнай раўнавагі сілы трэння вызначаюцца па формулах:  
 

111 NfF = , .222 NfF =    (2.8) 
 

З ураўнення (2.4) знаходзім велічыню М: 
 

.)( 21 rFFM +=    (2.9) 
 
Далей рашаем сумесна ўраўненні (2.5) і (2.6) і ўлічваем залежнасці (2.8). 

Атрымліваем F1 F2:
21

1
1 1 ff

PfF
+

= , 
21

21
2 1 ff

PffF
+

= . 

Падстаўляем F1 і F2 у формулу (2.9).  
Атрымліваем:  
 

.
)1(

)1(
1

21

2 rPf
ff

fM
+
+

=    (2.10) 

 
Гэта гранічнае значэнне моманту пары сіл, пры якім цыліндр яшчэ 

будзе заставацца ў стане раўнавагі. А найменшае яго значэнне роўна 
нулю. З формулы (2.10) відаць, што гранічная велічыня M залежыць ад 
шурпатасці паверхняў, у кантакце з якімі знаходзіцца цыліндр. Так, 
пры f1 = 0, М = 0, г. зн. пры любым М > 0 раўнавага цыліндра будзе 
парушана. Як гэта растлумачыць? На першы погляд можа здацца, што 
пры f1 = 0 будзе адсутнічаць толькі гарызантальная сіла трэння F1 (гл. рыс. 2.6), 
а вертыкальная F2 павінна працягваць аказваць супраціўленне вярчэнню. 
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Больш уважлівы аналіз дазваляе заўважыць, што знікненне сілы F1 
непазбежна вядзе да ператварэння ў нуль і сілы F2. Калі няма 
«прыціскаючай» сілы F1, адсутнічае і рэакцыя N2 = F1, а, такім чынам,  
і сіла F2 = f2N2. Далейшы аналіз працягвайце самастойна. 

 
Дадатковыя пытанні: 
1. Ці існуе такое значэнне моманту пары М, пры якім цыліндр будзе каціцца па 

вертыкальнай сценцы? 
2. Якім будзе адказ на папярэдняе пытанне, калі сценка ўтворыць тупы вугал  

з гарызантальнай плоскасцю? 
 
 
3адача 2.4  
Скрыня вагі Р знаходзіцца на шурпатай гарызантальнай плоскасці з 

каэфіцыентам трэння f (рыс. 2.7). Вызначыць, пад якім вуглом β трэба 
прыкласці сілу Q і велічыню гэтай сілы, каб зрушыць скрыню пры 
найменшай велічыні Q. 

 
Рашэнне  
Пераканаемся спачатку, што велічыня сілы Q, якую трэба знайсці, 

залежыць ад вугла β. Каб зрушыць скрыню, ссоўваючая сіла 
β=′ cosQQ  павінна пераадолець супраціўленне, што аказваецца сілай 

трэння Т. Прымем, што β = 0, тады відавочна, што рух скрыні пачнецца 
пры Q' = Q = T = fN, дзе N = Р. Пры ўзрастанні вугла β сіла трэння Т 
будзе меншаць, бо пры гэтым памяншаецца рэакцыя N — сіла Q 
імкнецца прыпадняць скрыню. Гэта, аднак, не азначае, што скрыню 
можна зрушыць з дапамогай меншай сілы Q. З прыведзенай у пачатку 

формулы вынікае, што 
β

=
β

=
coscos

' TQQ . У гэтай формуле пры ўзрастанні 

вугла β памяншаюцца лічнік і назоўнік. Такім чынам, зрабіць якую-
небудзь выснову аб характары змянення сілы Q цяжка. Неабходна 
правесці даследаванне на экстрэмум. Для гэтага спачатку знойдзем 
выраз сілы Q у выглядзе функцыі вугла β. Звернемся да ўмоў раўнавагі 
скрыні (рыс. 2.8): 

,0cos∑ =−β=
i

i TQX                                 (2.11) 
 

.0sin∑ =−β+=
i

i PQNY                               (2.12) 
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Рысунак 2.7 
 

Рысунак 2.8 
 
 
Рашаючы сумесна ўраўненні (2.11) і (2.12) з улікам гранічнай 

залежнасці T = fN, атрымліваем сілу  
 

.
)sin(cos β+β

=
f

fPQ              (2.13) 

 

Знаходзім вытворную 
βd

dQ  і прыраўноўваем яе да нуля: 

 

,0
)sin(cos

)cossin(
2 =

β+β
β+β−

=
β f

ffP
d
dQ  

 
або ;0cosβsinβ =+− f  адгэтуль f=tgβ  і arctgββ = .  
 

Паколькі 
2 2

tgβ
sin

1 tg β 1
f

f
β = =

+ +
, 

2 2

1 1
cos

1 tg β 1 f
β = =

+ +
, то паводле 

формулы (2.13) атрымаем велічыню :minQ  

2

2

2

min

11
1

f
f

f

fPQ

+
+

+

=  

або 
2min

1 f

fPQ
+

= .  

Карыстаючыся другой вытворнай функцыі Q, пакажыце, што  
ў крытычным пункце arctgββ =  велічыня Q сапраўды мае мінімальнае 
значэнне, а не максімальнае. 
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3адача 2.5  
Вызначыць суадносіны паміж максімальнымі значэннямі гарызан-

тальных сіл T і Q, прыкладзеных да аднаго і таго ж цяжкага бруса, пры 
якіх брус будзе заставацца ў раўнавазе непасрэдна на шурпатай 
гарызантальнай плоскасці і на двух апорных катках (рыс. 2.9). Каэфіцыент 
трэння слізгання f = 0,1; каэфіцыент трэння качэння па плоскасці і паверхні 
бруса k1 = k2 = k = 0,005 см. Радыус кожнага катка r = 5 см. Вагой 
каткоў і папярэчнымі размерамі брусоў ігнараваць. 

 
Рашэнне  
Знойдзем спачатку сілу Tmax (рыс. 2.10).  
 
 

  
 

Рысунак 2.9 
 

Рысунак 2.10 
 
 
Хай вага бруса роўна G. Вызваляемся ад сувязі і складаем умовы 

раўнавагі  
0max =−=∑ FTX

i
i ,             (2.14) 

 

0=−=∑ GNY
i

i ,             (2.15) 

дзе сіла трэння F = fN. 
Рашаем сумесна ўраўненні (2.14) і (2.15), знаходзім 

.1,0max GfGT ==   
Вызначым сілу Qmax. Для гэтага разгледзім адзін з каткоў у стане 

гранічнай раўнавагі (рыс. 2.11). На яго перадаецца ціск ад цела 
n
GP = , 

дзе n – колькасць каткоў. У нашым выпадку 
2
GP = . Пара М1 з’явілася,  
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як і М2, у выніку пераносу сілы Р са 
становішча P′  у становішча Р (у гранічным 
палажэнні сіла P′  прыкладзена злева ад 
восі катка С, бо ён імкнецца да качэння 
налева адносна бруса). Сіла maxQ′ , якая 
імкнецца зрушыць брус, прыкладзена да 
верхняй утваральнай катка А і роўна 

2
' maxmax
max

Q
n

QQ == .  

Складаем умовы раўнавагі катка:  
Рысунак 2.11 

 
 

( ) ,02max210 =′−+=∑ rQMMFМ i
i

r
                       (2.16) 

 

.02 =−=∑ PNY
i

i                                       (2.17) 

 

З ураўнення (2.17) вынікае, што 
22
G

PN == .  

У гранічнай раўнавазе 
2111
G

kPkM == , 
22222
G

kNkM == .  

З ураўнення (2.16) знаходзім велічыню Qmax (пры k1 = k2 = k) па 

формуле 
r

kG
MM

r
Q

2
)(

2
1

' 21max =+= , адкуль .001,0'2 maxmax G
r

kGQQ ===  

Шукаемые суадносіны роўны 100
001,0
1,0

max

max ==
G

G
Q
T .  

Як бачым, супраціўленне пры качэнні на два парадкі ніжэй, чым 
пры слізганні. Гэтай акалічнасцю тлумачыцца распаўсюджаны пераход 
у тэхніцы да трэння качэння. 

 
Дадатковыя пытанні:  
1. Прааналізуйце, як зменіцца вынік рашэння задачы, калі не ўлічваць трэнне 

качэння на паверхні блока?  
2. Як уплывае колькасць каткоў на велічыню Qmax?  
3. Як зменіцца Qmax, калі ўлічыць вагу каткоў? 
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Задача 2.6  
Блок радыусам R з двума шыпамі радыусам r сіметрычна 

размешчаны адносна яго сярэдняй плоскасці (на рысунку 2.12 іх 
праекцыі супадаюць). Шыпы абапіраюцца на дзве цыліндрычныя 
паверхні АВ з гарызантальнымі ўтваральнымі. На блок наматаны трос, 
да якога падвешаны грузы P і P1, прычым P > P1. Вызначыць 
найменшую велічыню грузу P1, пры якой блок будзе знаходзіцца ў 
раўнавазе, мяркуючы, што каэфіцыент трэння шыпоў аб цыліндрычныя 
паверхні  AB роўны f, а вага блока з шыпамі Q. 

 
 

 
 

Рысунак 2.12 
 
 
Рашэнне 
Спачатку неабходна вывучыць канструкцыю блока з шыпамі. На 

падставе зададзенага рысунка 2.12 трэба прадставіць бакавую 
праекцыю блока, затым зверыць адлюстраванне з рысункам 2.13, б, дзе 
нерухомыя цыліндрычныя паверхні памечаны штрыхоўкай. Пажадана 
правесці ўяўны эксперымент з блокам, нагрузіўшы яго сіламі Р і Р1.  

Калі сілы роўныя паміж сабою, або адсутнічаюць, то блок будзе 
займаць самае нізкае становішча на паверхні АВ (гл. рыс. 2.12). Пры 
нагружэнні яго сіламі Р > Р1 з’яўляецца момант качэння адносна 
пункта С1, накіраваны па гадзіннікавай стрэлцы, і пачынаецца качэнне  
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                                                                         а)                                            б) 

 
Рысунак 2.13 

 
 
блока на шыпах направа. Магчымае становішча раўнавагі сістэмы О1О2 
пры P > P1 паказана на рысунку 2.13, а. Што мяшае блоку каціцца 
далей ад становішча раўнавагі? Назавём магчымыя дзве прычыны:  
а) момант качэння адносна пункта С2 памяншаецца, а момант 
супраціўлення ўзрастае, г. зн. у некаторым становішчы сістэмы 

)( 1 QbaPPc +≤ ; б) наступае прабуксоўка шыпоў на апорах АВ, пры 
якой блок можа здзяйсняць вярчальны рух вакол нерухомага пункта О2. 
У апошнім выпадку сіла трэння слізгання F дасягае гранічнага 
значэння .fNF =  Дапускаем, што рэалізуюцца дзве прычыны; пры 
гэтым прабуксоўка блока прадухіляецца належным падборам сілы Р1  
з умовы раўнавагі. Далей свядома прымяняем ужо вядомую методыку 
рашэння. Вызваляемся ад сувязей АВ, замяняем іх рэакцыямі N і F.  

Запісваем умовы раўнавагі: 
 

 ,0sin)( 1 =ϕ++−=∑ τ PPQFFi   
 

 ,0cos)( 1 =ϕ++−=∑ PPQNFin   
 

,0)( 12
=++−=∑ FrRPPRFM iO

r
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адкуль 
,sin)( 1 ϕ++= PPQF                                  (2.18) 

 

,cos)( 1 ϕ++= PPQN                                  (2.19) 
 

.0)( 1 =−− RPPFr                                     (2.20) 
 

Дзелім левую і правую частку ўраўнення (2.18) на адпаведныя 
часткі ўраўнення (2.19). Улічваем, што .fNF =  Атрымліваем: ,tg f=ϕ  
г. зн. вугал φ з’яўляецца вуглом трэння. Далей рашаем сумесна ўраўненні 

(2.18) і (2.20), пры гэтым улічваем, што 
22 1tg1

tgsin
f

f
+

=
ϕ+

ϕ
=ϕ . 

Знаходзім сілу Р1 па формуле 
rffR

frQfrfRP
P

++

−−+
=

2

2

1
1

)1(
. 

 
 
Задача 2.7  
Аднародны стрыжань AB даўжынёю l і вагою P ляжыць на шурпатай 

гарызантальнай плоскасці (рыс. 2.14). Які па модулю момант M можа 
выклікаць вярчэнне стрыжня вакол восі Oz, што перпендыкулярна да 
апорнай плоскасці і праходзіць праз яго цэнтр, калі ціск стрыжня на 
плоскасць размеркаваны раўнамерна, а каэфіцыент трэння слізгання роўны f? 

 
Рашэнне  
Абазначым інтэнсіўнасць размеркаванай сілы трэння праз t. Яна 

накіравана перпендыкулярна да стрыжня ў гарызантальнай плоскасці. 
Карысна прасачыць, як змяняецца інтэнсіўнасць t уздоўж стрыжня пры 
ўзрастанні моманту пары М. Пара імкнецца прывесці стрыжань  
у вярчальны рух, пры гэтым пункт, што ляжыць на восі Oz, застаецца 
нерухомым. Такім чынам, інтэнсіўнасць t у пункце O роўна нулю.  
 

 
 

Рысунак 2.14 

Да канцоў стрыжня пры малых значэннях 
моманту пары М = М1, пры якіх інтэнсіўнасць 
сілы трэння яшчэ не дасягае гранічнага 
значэння tгр, яна ўзрастае па лінейным законе. 
Размеркаванне інтэнсіўнасці ў гэтым стане 
паказана на рысунку 2.15, а, дзе прадстаўлены 
выгляд зверху. Пры гэтым  tA = tB < tгр.  Пры  
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далейшым узрастанні моманту 
пары М інтэнсіўнасць t на канцах 
A і B дасягае гранічнага значэння, 
зона з гранічным значэннем tгр 
паступова распаўсюджваецца да 
цэнтра стрыжня на ўчасткі АА1  
і ВВ1 (рыс. 2.15, б). Аднак, 
стрыжань працягвае заставацца 
ў спакоі, паколькі на ўчастку 
А1В1 велічыня t яшчэ не дасягнула 
значэння tгр. І толькі калі інтэн-
сіўнасць сілы трэння прыме гра-
нічнае значэнне ва ўсіх пунктах 
кантакта з плоскасцю, нады-
ходзіць гранічная раўнавага 
стрыжня (рыс. 2.15, в). Гэты стан 
неабходна разгледзець, каб 
рашыць задачу. Складаем умову 

 
Рысунак 2.15 

 

раўнавагі: 2( ) 0
4O i

i

TlM F M= − =∑
r

, адкуль .
2
1 TlM =  Каб выклікаць 

рух стрыжня, неабходна прыкласці да яго пару з момантам М 
 

.
2
1 TlM >               (2.21) 

 

Тут ltТ
2
1

гр=  — раўнадзейная сіл трэння tгр, прыкладзеных да паловы 

стрыжня (на рысунку 2.15, в, вызначаецца як плошча прамавугольніка). 

,гр fnt =  
l
N

n =  — інтэнсіўнасць размеркаванай нармальнай рэакцыі,  

N = P — нармальная рэакцыя плоскасці, знойдзеная з умовы раўнавагі 

стрыжня .0







=∑

i
iZ  Такім чынам, .

2
1

2
1

2
1 fPfNfnlT ===  

Падстаўляем выраз Т у формулу (2.21). Канчаткова атрымліваем выраз 

.
4
1

fPlM >  

а) 

б) 

в) 
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Задача 2.8 
Аднародны цяжкі стрыжань АВ, аб’ём якога роўны V, шарнірна 

замацаваны да апоры А і часткова апушчаны ў вадкасць шчыльнасцю ρ  
(рыс. 2.16). Вызначыць шчыльнасць матэрыялу стрыжня і рэакцыю 
шарніра А пры ўмове, што ў стане раўнавагі АС = СВ. 

 
Рашэнне 
Вызваляем стрыжань ад сувязі А, паказваем сілу цяжару Р і 

выштурховую сілу F (рыс. 2.17). Апошняя прыкладзена да сярэдзіны 
ўчастка СВ і паводле закона Архімеда роўна сіле цяжару аб’ёму 

вадкасці, выціснутай стрыжнем, г. зн. .
2
1 gVF ρ=  

1. Вызначэнне шчыльнасці матэрыялу стрыжня .1ρ  Няхай АВ = 2l. 
Складзем умову раўнавагі стрыжня: ( )∑ =−= 012 PhFhFM lA

r
 або 

0sinsin
2
3 =ϕ−ϕ PllF , адкуль .

2
3 FP =  

Падстаўляем ва ўмову gVP 1ρ=  і значэнне F. Атрымліваем выраз 

.
22

3
1 gVgV ρ⋅=ρ  Адсюль .

4
3

1 ρ=ρ  

2. Вызначэнне рэакцый ХА і YA. Запісваем умовы раўнавагі: 
,0∑ == Ai XX  .0∑ =−−= Ai YFPY  Знаходзім велічыні ХА і YА па 

формуле ,0=AX  .
4
1

2
1

2
3 gVFFFFPYA ρ==−=−=  

 
 

  
 

Рысунак 2.16 
 

Рысунак 2.17 
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Высветліце, ад чаго залежыць вугал φ  пры нязменных 
характарыстыках ρ  і ,1ρ  якія дадатковыя параметры неабходны для яго 
вызначэння. 

 
 
Задача 2.9 
Пантон, які мае форму прамавугольнага паралелепіпеда размерам  

l × b × c пасля спуску на ваду апусціўся на глыбіню Н (рыс. 2.18, а). 
Пры наступным частковым пад’ёме да яго была прыкладзена сіла Р 
(рыс. 2.18, б). Цэнтр цяжару пантона С і пункт К знаходзяцца на адным 
узроўні. Знайсці Н, α  і h пры ўмове, што вага пантона G = 2 000 кН,  
P = 750 кН, l = 20 м, b = 10 м, удзельная вага вады 10=γ  кН / м3. 

 
Рашэнне 
Вызначаем глыбіню пагружэння пантона Н. Для гэтага разгледзім 

яго раўнавагу ў гарызантальным палажэнні (рыс. 2.18, а). Выштурховую  
 

 
 
а) 

 

 
 
б) 

сілу абазначым праз F. Тады 
,0∑ =−= GFYi  адкуль .GF =  Па 

закону Архімеда сіла F роўна вазе 
аб’ёму вады V, выціснутай часткай 
пантона: .GlbHVF =γ=γ=  Зна-
ходзім глыбіню пагружэння 
пантона Н па формуле 

1102010/0002/ =⋅⋅=γ= lbGH  м. 
Знойдзем вугал нахілу пантона 

да паверхні вады α  (рыс. 2.18, б). 
Заглыбленая ў ваду частка пантона 
ўяўляе сабою прызму, сячэнне 
якой абазначана літарамі АDE, 
а цэнтр цяжару праз С1. Адпа-
ведную выштурховую сілу F1 
вызначым з умовы раўнавагі: 

.01∑ =+−= FGPYi  Атрымліваем: 
250175000021 =−=−= PGF  кН. 

Каб вызначыць геаметрычныя 
параметры трохвугольніка АDE,  

 
Рысунак 2.18 
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складзем суму момантаў сіл адносна пункта К: 

( ) ( ) 01211 =−+=∑ GdddFFM iK

r
 альбо 0cos

2
cos

21 =α−α





 +

lGelF  ці 

.0
2
1

21 =−





 + GlelF  Адсюль 

122 F
lGel =






 + , 63,01

2 1

==







−= l

F
Gle  м. 

Параметр е вызначае палажэнне цэнтра С1 адносна цэнтра С. Яго палажэнне 

адносна тарца трохвугольніка АЕ роўна 4610
23

1
=−=−== elADa  м, 

адкуль 12433 =⋅== aAD  м. Другі катэт трохвугольніка АЕ знойдзем, 

разглядаючы аб’ём прызмы, па формуле: .
2
1γ/11 bAEADFV ⋅⋅==   

Атрымліваем: ( )3083,2121010/2500γ/2 1 =⋅⋅=⋅= ADbFAE  м. 
Відавочна, што ( ) 1736,012/308,2/tgα === ADAE , адкуль 

.1510 ′=α o  
Знаходзім вышыню вугла В над паверхняй вады: 

368,117104,08sin =⋅=α⋅= BDh  м. 
 
 

2.2 Раўнавага сістэмы цел 
 

Далей разгледзім задачы, у якіх механічныя сістэмы ўтвораны  
з некалькіх цел. 

 
Задача 2.10  
Аднародная прамавугольная пласцінка і аднародны дыск радыусам R 

аднолькавай таўшчыні, зробленыя з аднаго і таго ж матэрыялу, 
падвешаны да гарызантальнай восі О (рыс. 2.19). Дыск падвешаны пры 
дапамозе бязважкага стрыжня ОС1. Пры гэтым бок ОА пласцінкі заняў 
вертыкальнае становішча. Вызначыць даўжыню ОА, калі АВ роўны а. 

 
Рашэнне 
Разгледзім раўнавагу ўсёй сістэмы цалкам (рыс. 2.20). На сістэму 

накладзена адна сувязь у пункце О. Яе рэакцыю абазначым літарай RО. 
На аб’ект раўнавагі дзейнічае плоская сістэма паралельных сіл. 
Для адказу на пастаўленае пытанне дастаткова скласці адну ўмову 
раўнавагі:  
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Рысунак 2.19 
 

Рысунак 2.20 
 
 

( ) 0=⋅−⋅=∑ OEQODPFM iO
i

r
 

 

або .
2

QRaP =                                            (2.22) 

 
Знойдзем сілы цяжару P і Q. Абазначым удзельную вагу матэрыялу 

праз γ, таўшчыню пласцінкі і дыска праз с, а іх аб'ёмы праз V1 і V2. 
Тады ,1 abcVP γ=γ=  .2

2 cRVQ γπ=γ=  Падстаўляем P і Q ва ўраўненне 

(2.22), атрымаем роўнасць cRR
a

abc 2

2
γπ=γ , адкуль .2

2

3

a
Rb π=   

 
Дадатковыя пытанні: 
1. Дакажыце, што рэакцыя R0 накіравана вертыкальна, як паказана на рысунку 2.20. 
2. Рашыце задачу з улікам вагі аднароднага стрыжня ОС1, якая роўна G. 
 
 
Задача 2.11 
Які момант М трэба прыкласці да стрыжня ОА, каб са становішча, 

паказанага на рысунку 2.21, зрушыць управа паўдыск D радыусам R  
і вагой P, калі каэфіцыент трэння слізгання паміж паўдыскам і апорнай 
гарызантальнай плоскасцю f роўны 0,5? Вагой стрыжня ОА і трэннем  
у кантактным пункце В ігнараваць. 
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                        а)                                               б) 

 
Рысунак 2.21 

 
Рысунак 2.22 

 
 

Рашэнне 
Раздзелім складаную сістэму на два целы — стрыжань OA і паў-

дыск D (рыс. 2.22). Складаем умову раўнавагі стрыжня ОА: 
0=−⋅=∑ MOBN)F(M B

i
iO

r
, адгэтуль  

 

.
R
M

OB
MNB ==               (2.23) 

 
Затым разгледзім паўдыск D. Дзеянне плоскасці на яго замяняем 

рэакцыямі N і F, дзе F — сіла трэння слізгання. Паўдыск знаходзіцца  
ў раўнавазе пад дзеяннем плоскай сыходнай сістэмы сіл. Адпаведныя ўмовы 
раўнавагі запішам у выглядзе: 

 

,045cos =−°=∑ FNX B
i

i             (2.24) 
 

.045sin =−+°−=∑ PNNY B
i

i           (2.25) 

 
У стане гранічнай раўнавагі сіла трэння F вызначаецца па формуле  
 

.fNF =              (2.26) 
 

Рашаючы сумесна ўраўненні (2.24) і (2.25) з улікам (2.26) атрымліваем 
рэакцыю NB  

.2
45cos)1(

P
f

fPNB =
°−

=            (2.27) 
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З формулаў (2.23) і (2.27) знаходзім велічыню .2PRM =  
Натуральна, што ўмове задачы будзе задавальняць і любое значэнне 

.2PRM >  
 
Дадатковыя пытанні: 
1. На рысунку 2.22, а, рэакцыя NО накіравана перпендыкулярна да стрыжня ОР. Як 

гэта абгрунтаваць? 
2. Ці зменіцца накірунак рэакцыі і велічыня NО, калі ўлічыць трэнне слізгання ў 

пункце В?  
 
 
3адача 2.12 

 

Канструкцыя, паказаная на рысунку 2.23, 
складаецца з чатырох аднолькавых стрыжняў 
масай m і даўжынёй l кожны, злучаных шарнірамі 
і размешчаных у вертыкальнай плоскасці. 
Шарніры D і B злучаны спружынай. У стане 
раўнавагі стрыжні ўтвараюць квадрат. Вызначыць 
жорсткасць с спружыны, калі ў ненапружаным 
стане яна мае даўжыню .220 ld =  
  

Рысунак 2.23 
 
 
Рашэнне 
Жорсткасць спружыны с і сціскаючая сіла ў ёй звязаны залежнасцю 

∆= cT , адкуль 
∆

=
Tc , дзе ∆  — дэфармацыя спружыны. У стане 

раўнавагі даўжыня дэфармаванай спружыны d вызначаецца як 
дыяганаль квадрата па формуле .2ld =  Такім чынам, змяненне 
даўжыні спружыны 20 ldd =−=∆ , а жорсткасць с роўна: 

 

2l
Tc = .              (2.28) 

 
Знойдзем сілу Т, што сціскае спружыну. Для гэтага неабходна 

рашыць задачу статыкі складанай сістэмы. Разгледзім раўнавагу 
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стрыжня ВС і паловы квадрата ABC. Дзеянне спружыны на шарнір В 
замяняем рэакцыяй Т. Запісваем умову раўнавагі стрыжня ВС: 

.0
2

)( =+=∑ aXaPFM CiB
i

r
 Адгэтуль .

2
1

PX C −=  Знак «мінус» тут 

азначае, што сапраўдны накірунак рэакцыі XС процілеглы прынятаму на 
рысунку 2.24, а. Разгледзім раўнавагу паловы квадрата, прымем 

сапраўдны накірунак XС. Маем роўнасць ,02
2

2)( =−−=∑ aXaPTaFM Ci
i

A

r
 

адсюль .2PT =  Падстаўляем Т у формулу (2.28) 
2

2
l

Pc =  або 

канчаткова .
2

l
mg

c =  

 
 

 
 

                     б) 
 

Рысунак 2.24 
 
 
Дадатковае пытанне. На рысунку 2.24, б, рэакцыя YС прынята роўнай нулю 

(з меркаванняў сіметрыі сістэмы). Дакажыце гэта больш строга на падставе ўмоў 
раўнавагі. Для гэтага знайдзіце рэакцыю апоры А для ўсёй сістэмы, палову яе YА 
прыкладзіце ў пункце А да часткі АВС і складзіце для гэтай часткі ўмову .0∑ =iY  

 
 

а) 
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3адача 2.13 
Два целы звязаны паміж сабой ніткай АВ. Першае цела мае форму 

паралелепіпеда і вагу G, другое — форму цыліндра радыусам R і вагою 
P. Абодва целы знаходзяцца на плоскасці, што ўтварае вугал α  
з гарызонтам (рыс. 2.25). Якую максімальную сілу Q, паралельную 
нахіленай плоскасці, трэба прыкласці да першага цела, каб утрымаць 
абодва целы ў раўнавазе? Каэфіцыенты трэння слізгання і качэння 
роўны адпаведна f і .δ  

 
Рашэнне  
Вызваляемся ад сувязей. Пры гэтым дзеянне ніткі замяняем 

рэакцыяй Т. Складаем умовы раўнавагі для кожнага з цел (рыс. 2.26): 
 

,0αsin1 =+−−−=∑ QGFTX
i

i                          (2.29) 
 

,0αcos1 =−=∑ GNY
i

i                                  (2.30) 
 

,0αsin)( =+⋅−⋅⋅=∑ MRTRPFM
i

iO

r
                    (2.31) 

 

.0αcos2 =−=∑ PNY
i

i                                 (2.32) 

 
У стане гранічнай раўнавагі сіла трэння і момант трэння роўныя:  

 
;11 fNF =  2NM δ= .                                    (2.33) 

 
 

  
 

Рысунак 2.25 
 

Рысунак 2.26 
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З ураўненняў (2.30) і (2.32) атрымліваем N1 і N2:  
 
,αcos1 GN =  .cos2 α= PN           (2.34) 

 
Падстаўляем выразы (2.34) у формулы (2.33):  
 

,αcos1 fGF =  .cosαδ= PM           (2.35) 
 
З ураўненняў (2.29) і (2.31), з улікам (2.35), знаходзім велічыню Т па 

формулах 

,αsinαcos GfGQT −−=  .αcosαsin P
R

PT δ
+=             (2.36) 

 
Прыраўноўваем паміж сабой выразы (2.36) і атрымліваем сілу Q, 

якую трэба знайсці: .cos)(sin)( α+
δ

+α+= fGP
R

GPQ  

 
Дадатковыя пытанні: 
1. Ці можна ўраўненне (2.31) замяніць сумай праекцый сіл на вось Ох? 

Растлумачце свой адказ. 
2. Ці можна рашыць задачу, не падзяляючы сістэму на два целы, г. зн. не ўводзячы 

рэакцыі Т? 
3. Рашыце задачу іншым спосабам. 
4. Знайдзіце ў дадзенай задачы мінімальную сілу Q. 
 
 
Задача 2.14 
Два целы А і В змешчаны на нахіленай плоскасці С так, як паказана 

на рысунку 2.27. Вага цел адпаведна роўна: G1 = 100 Н, G2 = 200 Н. 
Каэфіцыент трэння паміж целамі А і В роўны f1 = 0,6; паміж целам В  
і плоскасцю С — f2 = 0,2. Даследаваць стан сістэмы пры розных 
значэннях сілы Р, прыкладзенай да цела А паралельна нахіленай плоскасці. 

 
Рашэнне  
 
П е р ш ы  с п о с а б  
Разгледзім раўнавагу цела А і сістэмы цел А і В. Вызваляемся ад 

сувязей. Дзеянне цела В на А і дзеянне плоскасці С на сістэму цел А і В  
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Рысунак 2.27 
 

Рысунак 2.28 
 
 

замяняем рэакцыямі N1, N2, F1 і F2 (рыс. 2.28). Умовы раўнавагі 
маюць выгляд: 

,0sin 111 =−α−=∑ FGPX
i

i                            (2.37) 
 

,0cos111 =α−=∑ GNY
i

i              (2.38) 
 

,0sin)( 2212 =−α+−=∑ FGGPX
i

i           (2.39) 
 

.0αcos)( 2122 =+−=∑ GGNY
i

i                      (2.40) 

 
Ва ўраўненнях (2.37)—(2.40) пастаяннымі з’яўляюцца толькі сілы 

G1 і G2. Сіле Р па ўмове задачы адводзіцца роля незалежнай зменнай; 
лічыцца, што яна дадатная ( 0≥P ), г. зн. заўсёды накіравана ўправа. 
Сілы трэння F1 і F2, як вынікае з ураўненняў (2.37) і (2.39), залежаць ад 
G1, G2 і Р. Знойдзем іх:  

 
,sin11 α−= GPF              (2.41) 

 

.αsin)( 212 GGPF +−=              (2.42) 
 
Гранічныя значэнні сіл трэння F1гр і F2гр вызначаем па формулах:  
 

,11гр1 NfF =       (2.43) 
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22гр2 NfF = ,                                          (2.44) 
 

дзе N1 і N2, знаходзяцца з ураўненняў (2.38) і (2.40). Вобласць раўнавагі 
цела А на паверхні цела В і сістэмы цел А і В на плоскасці С 
вызначаецца ўмовамі:  

,гр11 FF ≤                                          (2.45) 
 

.гр22 FF ≤                                         (2.46) 
 

Падстаўляючы лікавыя дадзеныя, атрымліваем гранічныя значэнні 
сіл трэння F1 гр і F2 гр: 
 

52
2
3

1006,0cos11гр1 =⋅⋅=α= GfF  Н,  
 

52
2
2

)200100(2,0cos)( 212гр2 =⋅+⋅=α+= GGfF  Н. 

 

 
 

Рысунак 2.29 

Далейшае рашэнне задачы для 
зручнасці аналізу вынікаў прад-
ставім графічна (рыс. 2.29), 
змяшчаючы пачаткі адлікаў сіл О1 
і О2 на агульнай вертыкалі. 
Будуем графікі функцый, апі-
саных формуламі (2.41) і (2.42). 
Яны перасякаюць восі абсцыс. 
Дадатныя значэнні сіл трэння F1  
і F2 адпавядаюць іх напрамкам 
управа, адмоўныя — улева. 
Напрамак сіл трэння абумоўлены 
знешнімі ўздзеяннямі на целы. 
Так, пры Р = 0 сілы F1 і F2 
накіраваны ўправа таму, што 
складовыя сілы цяжару αsin1G  і 

αsin)( 21 GG +  імкнуцца зрушыць 
целы ўлева. Далей будуем графікі  

 
 
 
 
а) 
 
 
 
 
 
 
 
 
б) 
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гранічных значэнняў гр1F  і .гр2F  Умовам (2.45) і (2.46) здавальняюць 

вобласці, вылучаныя штрыхоўкай, для якіх ,гр11гр1 FFF ≤≤−  .гр22гр2 FFF ≤≤−  
Пункты Р = 0 і Р = 102 Н знойдзены па формуле (2.41) пры 

гр11 FF −=  і ,
гр11 FF =  а пункты Р = 98 Н і Р = 202 Н вызначаны з 

формулы (2.42) пры 
гр22 FF −=  і .

гр22 FF =  Пераходзім да аналізу 
выніка і адказаў на пастаўленае ва ўмове заданне. 

1. З графікаў на рысунку 2.29, а, робім выснову, што пры значэннях 
1020 ≤≤ P  Н цела А не слізгае па целе В, г. зн. паказанае мноства 

значэнняў Р вызначае вобласць адноснай раўнавагі цела А. Пры P >102 
Н цела А слізгае па целе В уверх. Уніз цела А не можа перамяшчацца ні 
пры якіх дадатных значэннях Р. 

2. З рысунка 2.29, б, відаць, што вобласць раўнавагі сістэмы цел А  
і В на плоскасці С абмежавана значэннямі 98 Н≤ Р≤ 202 Н. Аднак у п. 1 
(гл. вышэй, с. 45) мы адзначылі, што пры Р > 102 Н цела А слізгае па 
целе В управа і таму сіла трэння гр1F  не здольна перадаць знешняе 
ўздзеянне ад цела А да цела В, бо сіла Р прыкладзена да цела А. Па 
гэтай прычыне правая мяжа вобласці раўнавагі ссоўваецца ўлева, г. зн. 
98 Н≤ Р≤ 102 Н. Калі целы А і В жорстка змацаваць паміж сабою або 
прыкласці сілу Р да цела В, то правая мяжа будзе вызначацца 
першапачатковым значэннем Р = 202 Н. 

3. Пры 0 ≤ Р≤ 98 Н цела В будзе слізгаць па плоскасці С уніз. Цела А, 
як відаць з рысунка 2.29, а, у гэтым інтэрвале застаецца нерухомым 
адносна цела В. Значыць, абодва целы будуць перамяшчацца ўлева. 

Рашым гэтую задачу, не звяртаючыся да графічных пабудоў. 
 
Д р у г і  с п о с а б  
Выкладзем яго падрабязна без спасылкі на першы спосаб. Сістэму 

цел разглядаем як складаную: 
1. Даследуем стан цела А на целе В пры ўзрастанні сілы Р ад 

нулявога значэння (рыс. 2.30). Лічым, што цела В замацавана на 
плоскасці нерухома. Размерамі цела А ігнаруем. На цела дзейнічаюць 
пастаянныя сілы G1, N1 і пераменныя P і F1. Тут F1 — сіла счаплення, 
якая можа змяняцца ад нуля да гранічнага значэння 11гр1 NfF = . 

Паводле ўмовы задачы 96,5130cos1006,0гр1 =⋅⋅= oF  Н ≈ 52 Н. Напрамак 
сілы F1 таксама пераменны: яна можа быць накіравана як уверх, так  
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Рысунак 2.30 
 

і ўніз у плоскасці слізгання. Сілу 
цяжару G1 прадставім у выглядзе 
двух складовых: α=′ cos11 GG , накіра-
ванага па нармалі да плоскасці слізгання 

цела А, і 50
2
1100sin11 =⋅=α=′′ GG  

Н, накіраванага паралельна да гэтай 
плоскасці.Сіла 1G ′′  імкнецца зрушыць 
цела А ўніз па плоскасці. 

Разгледзім прыватныя выпадкі: 
а) Р = 0. На рысунку 2.31, а, паказаны сілы, якія дзейнічаюць на цела 

А. Запісваем умову раўнавагі: .011∑ =′′−= GFX i  Адсюль 5011 =′′= GF  Н. 
Як бачым, сіла F1 не дасягае свайго гранічнага значэння гр1F = 52 Н. 
Таму цела А не можа слізгаць уніз па целу В;  

б) Р > 0. Пры паступовым узрастанні сілы Р велічыня F1 
памяншаецца, затым прымае нулявое значэнне і нарэшце мяняе напрамак 
(рыс. 2.31, б). Цела А будзе заставацца ў раўнавазе, пакуль сіла 
счаплення F1 не дасягне свайго максімальнага значэння гр1F . Складаем умову 

раўнавагі: ,0гр111∑ ≤−′′−= FGРX i  адкуль 1025250гр11 =+=+′′≤ FGP  
Н. Пры Р > 102 Н цела А слізгае ўверх па целу В; 

2. Даследуем стан двух цел А і В на нахіленай плоскасці С. Будзем 
лічыць, што целы жорстка змацаваны паміж сабою і разглядаць іх як 
адно цела. Агульныя для двух целаў сілу цяжару, яе кампаненты, 
нармальную рэакцыю, сілу счаплення і сілу трэння абазначым 
адпаведна праз ,12G  ,12G′  ,12G ′′  ,12N  2F  і гр2F  (рыс. 2.32). 

Тады 3002001002112 =+=+= GGG  Н, ( ) ,cos2112 α+=′ GGG  

( ) 150
2
1300sin2112 =⋅=α+=′′ GGG  Н, 8,259

2
3300cos122112 =⋅=α=+= GNNN  

Н, 529651825920122гр2 ≈=⋅== ,,,NfF  Н. 
Разгледзім прыватныя выпадкі: 
а) Р = 0 (рыс. 2.29, а). Запісваем умову раўнавагі: .0122∑ =′′−= GFX i  

Адсюль 150122 =′′= GF  Н. Як бачым, для раўнавагі цел неабходна сіла 
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Рысунак 2.31 
 

Рысунак 2.32 
 
 

счаплення 2F  большая, чым яе гранічнае значэнне (150 Н > 52 Н). 
Значыць пры Р = 0 целы будуць слізгаць уніз па плоскасці С; 

б) знойдзем мінімальнае значэнне сілы Р, пры якім целы будуць 
утрымлівацца нерухома на плоскасці С. Для гэтага складзем умову 
раўнавагі (рыс. 2.32, а): .012гр2min∑ =′′−+= GFPX i  Знаходзім сілу minP  
па формуле 9852150гр212min =−=−′′= FGP  Н; 

в) P  > minP  (рыс. 2.32, б). Складаем умову раўнавагі цел: 
,012гр2∑ ≤′′−−= GFPX i  адсюль ( ) 2021505212гр2 =+=′′+≤ GFP Н. 

Значыць, пры 202≤P  Н змацаваныя целы будуць заставацца 
нерухомымі. Але ў нашай задачы сіла Р не можа дасягнуць такога 
значэння, бо цела А, да якога яна прыкладзена, пачынае слізгаць па 
целу В пры меншым значэнні — Р > 102 Н. Гэта значэнне і будзе 
верхняй граніцай раўнавагі двух цел. 

Вынікі даследавання стану цел пад дзеяннем пераменнай сілы 
наступныя: пры Р < 98 Н абодва целы рухаюцца ўніз, пры 98 Н < Р < 102 Н 
целы нерухомыя; пры Р > 102 Н цела В нерухомае, а цела А слізгае па ім уверх. 

 
 
 
 
а) 
 
 
 
 
 
б) 

 
 
 
 
а) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
б) 
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Дадатковыя пытанні: 
1. Ці можна знайсці такі каэфіцыент трэння f1, пры якім целы А і В будуць разам 

слізгаць па плоскасці С уверх? Як гэта зрабіць? 
2. Як зменяцца вынікі даследавання, калі сіла Р будзе прыкладзена да цела В? 
 
 
Задача 2.15 
Крывашыпна-шатунны механізм утвораны з двух аднолькавых 

звенняў 1 і 2 даўжынёй l і паўзуна В (рыс. 2.33). Іх сілы цяжару роўны 
адпаведна Р1, Р2 і Р3. Знайсці мінімальнае значэнне сілы F, 
прыкладзенай у пункце М шатуна 2, якая можа ўраўнаважыць механізм. 
Прыняць Р1 = Р2 = Р3 = Р, АМ = МВ. 

 
Рашэнне 
Пакажам сілы цяжару звенняў. Напрамак сілы F будзем вызначаць 

вуглом ,ϕ  утвораным вектарам сілы са стрыжнем АВ (рыс. 2.34). 
Відавочна, што пры адсутнасці сілы F паўзун В і звяно АВ будуць 
перамяшчацца ўправа. Значыць ураўнаважвальную сілу неабходна 
накіраваць улева. Ураўнаважыць механізм можна рознымі па значэнні 
сіламі. Іх велічыня пры нязменных нагрузках на механізм залежыць ад 
напрамку сілы, г. зн. ( ).ϕ= FF  Згодна з умовай задачы неабходна 
знайсці такі вугал ϕ , пры якім minFF = . Дадзены механізм уяўляе 
сабою складаную механічную сістэму. Паўзун В можна не разглядаць 
як самастойную частку, а яго сілу цяжару Р3 і рэакцыю NB прыкласці 
непасрэдна да стрыжня АВ. Далей можна наўпрост прымяніць 
методыку аналізу складаных сістэм. Затым для дзвюх плоскіх сістэм 
сіл, прыкладзеных да частак ОА і АВ, запісаць шэсць умоў раўнавагі. 
Столькі ж будзе і невядомых сіл: па дзве рэакцыі ў шарнірах О і А, сіла F 

 
 

  
 

Рысунак 2.33 
 

Рысунак 2.34 
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і рэакцыя NB. Але такі стандартны план рашэння дадзенай задачы не 
рацыянальны. Паводле ўмовы ў задачы неабходна вызначыць толькі 
сілу F. Таму пажадана атрымаць сістэму ўраўненняў з меншай 
колькасцю невядомых. Аналіз задачы паказвае, што можна абмежавацца 
дзвюма ўмовамі раўнавагі з невядомымі сіламі F і NB. Запішам іх 
адпаведна для правай часткі АВ і ўсей сістэмы ОАВ: 

 

( ) ,0
2

sin45cos
2

45cos45cos 23∑ =ϕ−−−=
lFlPlPlNFM BiA

ooo
r

 
 

( )∑ −−⋅−⋅= ooo
r

45cos
2
345cos245cos2 23 lPlPlNFM BiO  

 

.045cos
2

cos
2

sin 1 =−+ϕ− olPlFlF  

 
Калі ўлічыць, што тут Р1 = Р2 = Р3 = Р, то атрымаем 

 

,0sin
2
145cos

2
345cos =ϕ−− FlPllNB

oo  
 

.0cossin
2
145cos445cos2 =






 ϕ−ϕ−− FlPllNB

oo  

 
З гэтай сістэмы ўраўненняў выключаем NB; атрымаем роўнасць 
 

,0cossin
2
145cos =






 ϕ+ϕ+− FlPl o  

 

адкуль PF
ϕ+ϕ

=
cossin2

1
/22  альбо 

 

PF
ϕ+ϕ

=
cos2sin

2              (2.47) 

 
Абазначым назоўнік формулы (2.47) праз f: .cos2sin ϕ+ϕ=f  
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Функцыя ( )ϕ= FF  прыме мінімальнае значэнне пры максімальным 
значэнні f. Знойдзем значэнне ,ϕ  пры якім f дасягае максімуму. Для 

гэтага правядзем даследаванне на экстрэмум: 0sin2cos =ϕ−ϕ=
ϕd

df  

альбо ,0sin2sin1 2 =ϕ−ϕ−  ( ) ,sin2sin1 22 ϕ=ϕ−  1sin5 2 =ϕ , 

5
1sin =ϕ , 

5
1arcsin=ϕ . 

Тады 
5

5
5

112
5

1sin12sin
2

2
max =








−+=ϕ−+ϕ=f  і па 

формуле (2.47) знаходзім .
5
2

5/5
2

min PPF ==  

На рысунку 2.34 можна паказаць, што напрамак сілы Fmin супадае  
з напрамкам скорасці пункта М, якая можа мець месца пры павелічэнні 
сілы Fmin. Паспрабуйце высветліць, ці залежыць значэнне сілы F ад 
сілы Р3. 

 
 
Задача 2.16 
Даказаць, што паказаны на рысунку 2.35 механізм, змешчаны  

ў гарызантальнай плоскасці, будзе знаходзіцца ў раўнавазе пры ўмове, 

што 
OB
OA

F
P = . 

 
 

 
 

Рысунак 2.35 
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Рашэнне 
Каб лепш зразумець структуру механізма і ўзаемадзеянне яго 

звенняў, паставім сабе пытанне: якім чынам сілы F і Р, накіраваныя  
ў адзін бок, могуць ураўнаважыцца? Каб адказаць на яго, уявім 
спачатку, што стрыжань ВС адсутнічае, тады пад дзеяннем сілы F 
стрыжань ОС будзе паварочвацца вакол пункта О па стрэлцы 
гадзінніка. Аналагічна можна заўважыць, што пры адсутнасці стрыжня 
АD звяно ОС пад дзеяннем сілы Р будзе паварочвацца супраць 
гадзіннікавай стрэлкі. Такім чынам, высвятляем, што сілы F і Р 
узаемадзейнічаюць паміж сабою, дзякуючы стрыжням AD і ВС, праз 
звяно ОС. Пры гэтым стрыжань AD расцягнуты, ВС — сціснуты.  

З рысунка 2.36 відаць, што механічная сістэма складаецца з пяці 
цел. Калі наўпрост прымяніць методыку разліку такой сістэмы, то 
атрымаем ураўненні з мноствам невядомых рэакцый, якія па ўмове 
задачы не патрэбны. Неабходна рацыяналізацыя. Перш за ўсё 
ўстановім, якія з пяці цел могуць разглядацца ў якасці аб’ектаў 
раўнавагі. Па прыкметах, апісаных у падраздзеле 1.3, імі будуць 
паўзуны А, В і звяно ОС, а стрыжні AD і ВС з’яўляюцца ўнутранымі 
сувязямі. Гэта дазваляе пры дзяленні сістэмы на часткі ў шарнірах А, D, 
В і С уводзіць не па дзве рэакцыі, складовыя па восях кардынат, а па 
адной, пры гэтым ,ADAD RR =′  .BCBC RR =′  Далей, для кожнага з трох 
аб’ектаў раўнавагі, запішам толькі тыя ўраўненні, якія не ўключаюць 
рэакцый Х0, Y0, NA і NB (рыс. 2.36): 

 
 

 
 

Рысунак 2.36 

BCR
r

′′  
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для стрыжня ОС 
 

( ) ;00∑ =⋅−⋅′′= ODROCRFM ADBCi

r
                   (2.48) 

 
для паўзуна А  

;0cos∑ =α−= ADi RFX              (2.49) 
 
для паўзуна В  

.0cos∑ =α−= BCi RPX              (2.50) 
 
З ураўненняў (2.49) і (2.50) знаходзім рэакцыі ,ADR  ВСR  па 

формулах  
 

.cos/,cos/ α=α= PRFR BCAD              (2.51) 
 

Прадставім ураўненне (2.48) у выглядзе: ( ) 0sin =⋅−⋅β−α⋅ ODROCR ADBC  

або з улікам (2.51): ( ) .0
cos

sin
cos

=
α

−⋅β−α
α

ODFOCP   

Адсюль ( ) ODFOCP ⋅=⋅β−αsin і 
 

( ) .
sin β−α⋅

=
OC

OD
F
P              (2.52) 

 
Параўнаем роўнасць (2.52) з суадносінамі ва ўмове задачы. Можна 

дапусціць, што ў назоўніку правай часткі ўраўнення (2.52) 
( ) OEOC =β−α⋅ sin , бо OE/OD  роўна, як відаць з трохвугольніка 

ОВЕ, ОА / ОВ. Дакажам, што ( )β−α⋅sinOC  сапраўды роўна ОЕ. Для 
гэтага спачатку пабудуем трохвугольнік, у якім адрэзак ОС будзе 
гіпатэнузай, а вугал ( )β−α  — вуглом, што прылягае да яе (пры 
вяршыні С). Такім будзе трохвугольнік OCL. У ім OL = ( )β−α⋅sinOC . 
Паколькі ,OBLOBE ∆=∆  то ОЕ = OL, і замест роўнасці (2.52) 

атрымліваем выраз 
OB
OA

OE
ODFP ==/ . 
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Задача 2.17  

 

У стрыжнявай канструкцыі — 
ферме (рыс. 2.37), утворанай  
з бязважкіх стрыжняў, — вызна-
чыць, пры якіх суадносінах паміж 
сіламі F  і P  унутраныя сілы ў 
стрыжнях AB  і CD  будуць адрозні-
вацца ў пяць разоў ( o60=α ).  

Рысунак 2.37 
 

Рашэнне  
Пастаноўка пытання ў задачы сведчыць аб эфектыўнасці метадаў 

тэарэтычнай механікі, якія дазваляюць шляхам адмысловага 
размеркавання знешняй нагрузкі забяспечваць патрэбныя суадносіны 
ўнутраных сіл у стрыжнях сістэмы. Задача дапускае мноства варыянтаў 
рашэння. Будзем прытрымлівацца тыпавой методыкі разліку ферм. 

1. Вызначаем рэакцыі знешніх сувязей. Канструкцыя фермы  
і нагрузка на яе сіметрычны адносна вертыкальнай восі, што 
праходзіць праз шарнір .C  Таму рэакцыі сувязей, размешчаных злева і 
справа ад гэтай восі, роўны паміж сабою. На рысунку 2.38 яны 
абазначаны аднолькава: 1R  і 2R . Велічыні рэакцый знаходзяцца як ў 
складанай сістэме з двух цел (на рысунку 2.38 целы 1D  і 2D  
заштрыхаваны).  

Разглядаем раўнавагу ўсёй фермы: ,02cos2 1 =−−α=∑ PFRYi  
адсюль ( ) .2cos2/21 PFPFR +=α+=  З раўнавагі левай часткі сістэмы, 

 
 

  
 

Рысунак 2.38 
 

Рысунак 2.39 
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паказанай на рысунку 2.38, атрымліваем выраз: ( )C iM F =∑
r

 

1 2cos 2 0.R a Fa R b− α ⋅ + + =  Улічваючы, што ,tgα/ =ab  ,3tgα aab ==  
вызначаем рэакцыю 2R  па формуле ( ) .3/32 PFR +=  

2. Вызначаем унутраную сілу ў стрыжні .DC  Калі б ва ўмове 
задачы ставілася мэта знайсці сілы ва ўсіх стрыжнях ці толькі ў крайніх 
левых альбо правых, то мэтазгодна было б прымяніць метад выразання 
вузлоў. Для вызначэння сіл ва ўнутраных стрыжнях прыменім метад 
сячэнняў. Праводзім сячэнне 1—1, якое перасякае стрыжні DC  і .AB  
Адкідаем правую (ад сячэння) частку фермы, а яе дзеянне на левую 
замяняем невядомымі сіламі ,DСS  DBS  і ABS  (рыс. 2.39). Разглядаем 
раўнавагу адсечанай левай часткі. Каб ураўненне раўнавагі 
ўтрымлівала толькі адну невядомую сілу ,DCS  запісваем выраз  

 

( ) ,0sincos 11 =⋅α−⋅α−−=∑ bRaRbSFM DCiB

r
 

адсюль  
( ) ,tgα/costgsin 11 α+αα−= RRSDC  

 

канчаткова ( ) .3/232 PFSDC +−=  
3. Вызначаем унутраную сілу ў стрыжні .AB  Разглядаем раўнавагу 

той жа левай часткі: ( ) ( ) ,0cos12 =⋅α−+=∑ aRbSRFM ABiD

r
 адкуль 

.6/3PSAB −=  
 
 
УВАГА!  
Знакі «мінус» у формулах для сіл DCS  і ABS  сведчаць аб тым, што сапраўдны 
напрамак гэтых сіл процілеглы тым напрамкам, што паказаны на рысунку 2.39; 
адпаведныя стрыжні фермы пры гэтым сціснуты. 

 
 
4. Вызначаем суадносіны паміж сіламі F  і .P  Няхай сіла DCS  у n  

разоў большая за сілу :ABS  ABDC nSS = . Тады ( ) ,6/33/232 PnPF =+  
( ) ,2/22 nPPF =+  ,22/4 PnPF −=  ( ) ,22/4 PnF −=  ( ) ,48 PnF −=  

( ) .8/4/ −= nPF  Пры 5=n  знаходзім суадносіны паміж сіламі F і P: 
81 /P/F = . 
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УВАГА!  
Задачу 2.17 карысна рашыць без вызначэння рэакцый знешніх сувязей 1R  і 2R . 

У такім разе давядзецца знайсці рэакцыі CX  і CY  унутранай сувязі .C  Калі 
ўлічыць, што яны, як сілы ўзаемадзеяння левай і правай частак фермы, 
накіраваны ў розныя бакі, і сіметрычны адносна вертыкальнай восі, што 
праходзіць праз шарнір ,C  то можна заўважыць, што .0=CY  

 
 
Задача 2.18  
Плоская ферма (рыс. 2.40) нагружана гарызантальнай сілай Р. 

Вызначыць унутраную сілу ABS  у стрыжні АВ. 
 
Рашэнне  
Рашэнне можна пачаць з устанаўлення суадносіны паміж 

геаметрычнымі параметрамі фермы вышынёй h  і пралётам AB роўным l. 
Калі звярнуць увагу на аднолькавыя вуглы ,45o=α  то лёгка паказаць, 
што ;lh =  пры гэтым 2/lFDFCEFAE ==== . Для вызначэння рэакцыі 
сувязі B  разглядаем раўнавагу ўсёй фермы як цвёрдага цела. Атрымліваем: 

( ) 0=−=∑ PhlRFM BiA

r
, адкуль .PRB =  Рэакцыя сувязі A  тут не 

спатрэбіцца. Высветлім, ці можна рашыць задачу «адным дзеяннем» (з аднаго 
ўраўнення знайсці сілу ABS ). Уяўна выразаем вузел ,B  да якога прымыкае 
стрыжань .AB  У разрэз трапляюць тры стрыжні ( ,AB  ,BF  BC ) з 
невядомымі ўнутранымі сіламі. А для плоскай сыходнай сістэмы сіл 
можна скласці толькі дзве ўмовы раўнавагі. Таму вызначыць сілу ABS  нельга. 
Паспрабуем правесці сячэнне 1—1, у якое пападае стрыжань AB  (рыс. 2.41). 

 
 

  
 

Рысунак 2.40 
 

Рысунак 2.41 
 

Рысунак 2.42 
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Разглядаем раўнавагу правай (ад сячэння) часткі фермы. Дзеянне на яе 
адкінутай левай часткі замяняем невядомымі ўнутранымі сіламі. 
Накіроўваем іх ад сячэння 1—1. Такому напрамку сіл адпавядае 
расцяжэнне стрыжняў. Сапраўдны напрамак унутраных сіл 
знаходзіцца напрыканцы рашэння па іх знаках. Як відаць з рысунка 
2.41, на правую частку фермы дзейнічае адвольная плоская сістэма сіл, 
для якой можна скласці тры ўмовы раўнавагі, а невядомых сіл чатыры. 
У гэтым выпадку рашэнне ў «адно дзеянне» не магчыма. Давядзецца 
рашаць задачу ў два этапы. Спачатку з раўнавагі вузла D  знойдзем сілу 

CDS , а затым з раўнавагі адсечанай правай часткі фермы вызначым сілу 

ABS . Выразаны вузел D  паказаны на рысунку 2.42. Запісваем роўнасць 
.0045cos =++=∑ oPSX CDi  Адсюль ,45cos oPSCD −=  канчаткова 

атрымаем формулу 22 /PSCD −= , дзе знак «мінус» паказвае, што 
стрыжань CD  сціснуты і сіла CDS  накіравана да вузла. Таму, 
разглядаючы далей раўнавагу правай часткі фермы, вектар CDS  таксама 
трэба накіраваць да сячэння 1—1. Каб атрымаць цяпер ураўненне з 
адной невядомай сілай ABS , складаем суму момантаў адносна пункта 

:F  ( ) .02/2/1 =+−−=∑ lRhShSFM BABCDiF

r
 Адсюль знаходзім сілу 

ABS  па формуле 2/PSAB = . 
 
 
УВАГА!  
Пры рашэнні задачы выкарыстаны агульны (тыповы) спосаб без уліку яе 
асаблівасцей: сіметрыі структуры, спецыфікі размяшчэння шарніраў. Калі іх 
улічыць, то можна знайсці рашэнне ў «адно дзеянне».  

 
 
Задача 2.19  
Каэфіцыент трэння ў пункце судакранання B  штока BC  са 

стрыжнем OA  роўны .f  На шток дзейнічае сіла P  (рыс. 2.43). Знайсці 
мінімальнае і максімальнае значэнне моманту пары ,M  якая забяспечвае 
раўнавагу сістэмы. Дадзены α  і l . Вагою стрыжня і штока ігнараваць.  

 
Рашэнне  
Механізм уяўляе сабою складаную сістэму. Будзем разглядаць 

раўнавагу яго частак паасобку. На рысунку 2.44 паказаны напрамак 
сіл трэння для выпадку, калі да стрыжня OA  прыкладзена пара сіл  
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Рысунак 2.43 
 

Рысунак 2.44 
 
 

з момантам minM . Як вызначыць напрамак сіл трэння TF  і TF ′ ? 
Спачатку звернем увагу, што падчас перамяшчэння штока ўверх яго 
канец B  слізгае па стрыжні OA  ўправа пад вуглом α, г. зн. аддаляецца 
ад пункта ;O  пры апусканні штока канец B  набліжаецца да пункта .O  
А цяпер уявім, што на стрыжань дзейнічае такая пераменная пара сіл ,M  
што сілы трэння адсутнічаюць, а раўнавага сістэмы забяспечваецца толькі 
нармальнымі сіламі ўзаемадзеяння BN  і BN ′ , як у сістэмах без трэння. 
Пачнем паступова змяншаць велічыню моманту пары. Пры гэтым пад 
дзеяннем пастаяннай сілы P  наспявае перамяшчэнне штока ўверх; яго 
канец B  будзе імкнуцца зрушыцца па стрыжні OA  ўправа пад вуглом α  
(да пункта A ), а сіла счаплення счF , што ўтрымлівае яго ад такога зруху, 
будзе накіравана ўлева да пункта O  (на рысунку 2.44 сілы счаплення 
не паказаны). Гранічнае значэнне гэтай сілы ўяўляе сілу трэння .TF ′  Сіла ,TF  
прыкладзеная да стрыжня ,OA  накіравана ў процілеглы бок, пры гэтым 

.TT FF ′=  А гранічнае значэнне моманту пары ,M  пры якім дасягаецца сіла ,TF′  
будзе яго мінімальным значэннем .minM  Каб устанавіць напрамкі сіл 
трэння для вызначэння максімальнай велічыні моманту пары ,maxM  
неабходна прамежкавае значэнне пары M  павялічваць. Тады канец B  штока 
будзе імкнуцца да зруху па стрыжні ў напрамку да пункта ,O  прыкладзеная 
да яго сіла счаплення будзе накіравана ў процілеглы бок. На рысунку 2.44 
сілы трэння, што адпавядаюць моманту ,maxM  паказаны пункцірам. 

Запішам умовы раўнавагі адпаведна для стрыжня і штока: 
 

( ) ,0max
min0 =−⋅=∑ MOBNFM Bi

r
             (2.53) 
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.0sincos =α±α−=∑ TBi FNPY             (2.54) 
 
Тут і ніжэй ва ўсіх формулах верхні знак адпавядае максімальнаму 

значэнню моманту пары, ніжні — мінімальнаму. Падстаўляем у выраз (2.54) 
сілу трэння BT fNF =  і выражаем з атрыманага ўраўнення рэакцыю 

:BN  ( )αα= sincos/ fPNB m . Цяпер з ураўнення (2.53) знаходзім 
гранічныя значэнні моманту ўраўнаважваючай пары сіл max

minМ  па 
формуле  

( ) .cossincos/max
min ααα= fPlM m  

 
 
Задача 2.20 
Суцэльная канструкцыя ўяўляе сабою дзве аднолькавыя цяжкія 

пласціны, злучаныя бязважкім ломаным стрыжнем (рыс. 2.45). Знайсці 
найбольшае значэнне адлегласці ,l  пры якім канструкцыя будзе 
заставацца ў раўнавазе на апоры .O  Каэфіцыент трэння роўны .f  

 
Рашэнне 
Знойдзем спачатку каардынаты цэнтра цяжару пласціны. Фігуру 

раздзяляем на дзве часткі: квадрат са стараной a4  і трохвугольнік 
(выраз) з асновай a4  і вышынёй a3 . На рысунку 2.46 1O  — цэнтр 
цяжару плошчы выразаннага трохвугольніка, 1C  — цэнтр цяжару ўсёй 
пласціны. Пачатак каардынат змяшчаем у пункце .1O  Знаходзім 

( ) ( ) .6,1616/016 222
1

aaaaaxC =−−=  Адлегласць ад вяршыні вугла A  да 
цэнтра цяжару пласціны роўна .6,66,141 aaaaAC =++=  Цэнтр цяжару C  
усёй сістэмы знаходзіцца на перасячэнні адрэзка 11CC  з бісектрысай ,AL  
якая з’яўляецца яе воссю сіметрыі (на рысунку 2.47 пласціны не 
паказаны, а толькі іх цэнтры цяжару 1C ). 

Далейшы поспех у рашэнні задачы цалкам залежыць ад якасці 
выканання рысунка 2.47. Каб правільна паказаць дадзеную 
канструкцыю на апоры О, трэба звярнуць увагу, што яна знаходзіцца  
ў раўнавазе пад дзеяннем дзвюх сіл: сілы цяжару ,P  прыкладзенай  
у цэнтры цяжару С, і рэакцыі 0R  апоры О. Паводле аксіёмы аб 
абсалютна цвёрдым целе гэтыя сілы павінны мець агульную лінію дзеяння, 
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Рысунак 2.45 
 
 

  
 

Рысунак 2.46 
 

Рысунак 2.47 
 
 

значыць, яна праходзіць праз пункты O  і С. Паколькі сіла P  
вертыкальна, то і рэакцыя 0R  у любым становішчы раўнавагі 
вертыкальна і роўна .P  Калі цяпер апору O  змясціць на сярэдзіне 
стрыжня 1AC , то ён займе гарызантальнае палажэнне, пры гэтым сіла 
счаплення счF  стрыжня з апораю адсутнічае. Пры наступным павелічэнні 
адлегласці l  сістэма будзе паварочвацца супраць руху гадзіннікавай 
стрэлкі. Цяпер узнікае сіла счаплення, якая ўтрымлівае канструкцыю 

А 
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ад слізгання. Пры некаторым значэнні l  гэта сіла дасягае свайго 
максімальнага значэння, роўнага сіле трэння .TF  У такім становішчы 
канструкцыя і паказана на рысунку 2.47. Вугал ,ϕ  утвораны вектарам 

0R  з нармаллю да стрыжня 1AC  у гэтым палажэнні гранічнай 
раўнавагі, як вядома, называюць вуглом трэння, для яго .tg f=ϕ  
Далейшае павелічэнне адлегласці l  не магчыма, бо парушаецца 
раўнавага цела — яно будзе слізгаць па апоры ўлева. 

Працяг рашэння чыста геаметрычны. З вяршыні вугла A  праводзім 
гарызантальную лінію AE  і адзначаем пры вяршыні вугал ϕ .  
У трохвугольніку :AEC   

 
( ) =ϕ−⋅=γ= 00

1 45cos45coscos ACACAE  
 

( )( )=ϕ⋅+ϕ⋅= sin45sincos45cos2/2 00
1AC  

 

( )( )( ) ( ).sincos3,3sincos2/22/26,6 ϕ+ϕ=ϕ+ϕ= aa  
 

З трохвугольніка AEO  знаходзім адлегласць l па формуле 
( );tg13,3cos/ ϕ+=ϕ= aAEl  канчаткова атрымаем значэнне ( ).13,3 fal +=  

 
 
Задача 2.21 
Цыліндры 1, 2 і 3 складзены, як паказана на рысунку 2.48. Іх сілы 

цяжару роўны Q1, Q2 = Q3. Каэфіцыент трэння паміж цыліндрамі роўны f. 
Вызначыць найбольшы вугал ,α  пры якім цыліндры знаходзяцца  
ў раўнавазе, і найменшы каэфіцыент трэння паміж цыліндрамі 2, 3 і плоскасцю. 

 

 
 

Рысунак 2.48 

Рашэнне 
Каб лепш зразумець умову задачы, 

паспрабуйце адказаць на наступныя 
пытанні: 

1. Які рух будуць выконваць 
цыліндры 2, 3 у выпадках, калі 
каэфіцыенты трэння ў пунктах А, А1, В, В1: 
а) ,0

1
== AA ff  ;0

1
≠= BB ff  б) ,0

1
≠= AA ff  

;0
1

== BB ff  в) ,0
1

== AA ff  ?0
1

== BB ff  
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2. Чаму пры ,0
1

≠= AA ff  0
1

≠= BB ff  абмежавана значэнне вугла ?α  
Інакш: чаму яго не можна павялічваць, захоўваючы раўнавагу сістэмы, 
да таго становішча, калі цыліндр 1 апусціцца на апорную плоскасць? 

Цяпер, калі вы ўжо знайшлі адказы на пастаўленыя пытанні, 
давайце паразважаем над другім з іх сумесна. Пакажам сілы 
ўзаемадзеяння цыліндраў 1 і 2. На рысунку 2.49 літарамі ,12N  12F  і 12R

r
, 

дзе ,121212 FNR
rrr

+=  абазначаны сілы, прыкладзеныя да цыліндра 1. 
Процілеглыя ім па напрамках сілы ,21N  ,21F ,21R

r
 дзе ,212121 FNR

rrr
+=  

прыкладзены да цыліндра 2. Такія ж сілы ўзнікаюць і паміж цыліндрамі 
1 і 3 (на рысунку не абазначаны). Сілы 12N  і 13N  уяўляюць сабою 
нармальныя рэакцыі з боку цыліндраў 2, 3, а сілы 21N  і 31N  — ціск 
цыліндра 1 на ніжнія цыліндры. Літарамі ,12F  13F  і ,21F  31F  
абазначаны сілы счаплення паміж целамі. Пры ідэальна гладкіх 
паверхнях цел ( )0=f  яны роўны нулю. У апошнім выпадку з умовы 
раўнавагі цыліндра 1 знаходзім сілу 12N  па формуле 

 
.cos2/131132112 α==== QNNNN                        (2.55) 

 
 

 
 

Рысунак 2.49 
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Звернем увагу на наступныя акалічнасці: 
1. Відавочна, што калі лінія дзеяння сілы Р1, прыкладзенай да 

нейкага цыліндра D (рыс. 2.50), праходзіць справа ад пункта В, то сіла  
 

 
 

Рысунак 2.50 
 

імкнецца павярнуць яго за стрэлкай гадзінніка, 
калі яна перасякае апорную плоскасць злева ад 
пункта В (як у сілы Р2), то — супраць руху 
стрэлкі. І толькі сіла Р3, лінія дзеяння якой 
праходзіць праз пункт В, не выклікае 
павароту цыліндра, ён можа толькі слізгаць 
па плоскасці альбо заставацца ў раўнавазе 
пры пэўным значэнні каэфіцыента трэння .Bf  
Да такой жа высновы можна прыйсці і на 
падставе тэарэмы аб трох сілах (на рысунку 
2.50 — гэта сілы ,3P  Q, RB), якія перасякаюцца 
ў адным пункце В. 

2. З формулы (2.55) відаць, што з павелічэннем вугла α  ціск 
цыліндра 1 на цыліндры 2 і 3 узрастае. Калі ж цыліндры шурпатыя, то 
адначасова ўзрастае і сіла счаплення. 

3. Ціск цыліндра 1 на цыліндры 2 і 3, як гэта відаць з рысунка 2.49, 
імкнецца зрушыць іх ад восі сіметрыі Оу, у той час як сілы счаплення 

21F  і 31F  утрымліваюць іх ад такога зруху, бо накіраваны да восі 
сіметрыі. Апошняе магчыма, калі цыліндры 2 і 3 знаходзяцца на 
шурпатай плоскасці. 

А цяпер вернемся да пытання 2 (гл. пачатак рашэння). Будзем 
павялічваць вугал α  ад яго мінімальнага значэння. Для гэтага 
цыліндры 2 і 3 будзем аднолькава адсоўваць ад восі сіметрыі, цыліндр 1 
будзе апускацца. Раўнадзейныя рэакцыі 21R  і 31R  пры гэтым 
узрастаюць і праходзяць у любым новым становішчы раўнавагі сістэмы 
праз пункты кантактаў В і В1. Пры некаторым значэнні вугла ,α  якое 
будзе найбольшым, сіла счаплення F12, роўная F21, дасягне свайго 
гранічнага значэння ,21122112 fNfNFF ===  якое называецца сілай 
трэння (у яе абазначэнні часта выкарыстоўваецца індэкс «т»: т2т1 FF = ). 
Пры далейшым павелічэнні вугла α  ціск на цыліндры 2 і 3 будзе 
ўзрастаць, а стрымліваючыя сілы трэння застануцца нязменнымі. 
Раўнавага сістэмы парушыцца. Калі цяпер пабудаваць рэакцыю 

,21т221 NFR
rrr

+=  то можна ўбачыць, што яе лінія дзеяння ўжо не праходзіць 
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праз пункт В, а вышэй яго. Такім чынам, адказ на другое пытанне 
наступны: найбольшае значэнне вугла α  вызначаецца велічынёй 
каэфіцыента трэння. Пры 0=f  раўнавага цыліндраў не магчыма. 

Далей будзем лічыць, што рысунак 2.49 адпавядае найбольшаму 
значэнню вугла ,α  а сіла .т112 FF =  Тады вугал φ  паміж нармаллю АО1 
да паверхні цыліндра 1 і вектарам 12R  будзе вуглом трэння, для якога 

.tgφ f=  Выразім вугал α  праз каэфіцыент трэння .f  
 
П е р ш ы  с п о с а б   
Разгледзім раўнавагу цыліндра 2. Атрымаем роўнасці: 

 
( ) ,02212202∑ =−= rFrFFM iC

r
                           (2.56) 

 

.0αsinαcos 212120∑ =−+= NFFX i                        (2.57) 
 

З ураўнення (2.56) знаходзім сілу .212120 fNFF ==  Перапішам 
ураўненне (2.57) з улікам значэння .0αsinαcos: 21212120 =−+ NfNfNF  

Адсюль ( ) α,sinсosα1 =+ f  ( ) ,αcos1/αsin f=+  ,
2
αtg f=  ,arctg

2
α f=  

.arctg2α f=  
 
Д р у г і  с п о с а б   
У становішчы гранічнай раўнавагі агульная лінія дзеяння рэакцый 

12R  і 21R  праходзіць праз пункты В і D. Адзначаем пры вяршыні D 
вугал .ϕ  Знаходзім суму вуглоў у трохвугольніку ADC1: 

( ) .180α1802 oo =−+ϕ  Адсюль 2/α=ϕ , ,2/αarctg =f  .arctg2α f=  
Вызначэнне мінімальнага каэфіцыента трэння .0f  Як вышэй 

адзначалася, цыліндры 2 і 3 могуць заставацца ў раўнавазе пад 
дзеяннем сіл 21R  і 31R  толькі на шурпатай плоскасці. У становішчы 
гранічнай раўнавагі сіла трэння ,20020 NfF =  адкуль ./ 20200 NFf =  
Раней знойдзена сіла .1220 fNF =  Каб вызначыць 12N  і ,20N  запісваем 
умовы раўнавагі адпаведна цыліндра 1 і ўсёй сістэмы цыліндраў:  
 

,0αsin2αcos2 11212 =−+=∑ QFNYi          (2.58) 
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.022 2120∑ =−−= QQNYi                              (2.59) 
 

З ураўнення (2.58), улічваючы залежнасць ,1212 fNF =  знаходзім рэакцыю 
( )αsinαcos2/112 fQN +=  і ( ).αsinαcos2/120 ffQF +=  З ураўнення 

(2.59) атрымліваем ( ) .2/2 2120 QQN +=  Цяпер знаходзім найменшае 
значэнне каэфіцыента трэння 0f  цыліндраў 2 і 3 з плоскасцю, 
неабходнае для раўнавагі сістэмы: ( ) ,2/ 2110 eQQfQf +=  дзе 

( ) ( ) .31/131/231/1αsinαcos 222222 fffffffe ++=+++−=+=  

Для вызначэння каэфіцыента е выкарыстаны формулы: ,
2
αtg f=  

,
2
αtg1/

2
αtg2tgα 2 






 −=  ,αtg1/tgααsin 2+=  .αtg1/1αcos 2+=  

Атрыманы вышэй вынік можна прадставіць у выглядзе: 
( )2110 2QQ/nQf += , дзе ( )22 131 f/ffn ++= . 

 
 
Задача 2.22 
Суцэльны стрыжань АВС злучаны з раздвоеным крывашыпам DOE 

з дапамогай паўзуноў А і В, якія могуць слізгаць па крывашыпу (рыс. 2.51). 
Вызначыць сілу Q, якая ўраўнаважвае пару сіл з момантам М. Вагой 
звенняў механізма і трэннем ігнараваць. АВ = ВС = l. 

 
Рашэнне 
Як відаць з рысунка 2.51, механізм утвораны з дзвюх частак. 

Паўзуны А і В уяўляюць сабою ўнутраныя аднавалентныя (простыя) 
сувязі. Знешняя сувязь С таксама аднавалентная. Лініі дзеяння рэакцый 
такіх сувязей вядомы. На рысунку 2.52 вектары AR  і BR  
перпендыкулярны да частак OD і OE крывашыпа. Рэакцыя RC  
перпендыкулярна да магчымага перамяшчэння паўзуна С. 

 
 
УВАГА!  
Часам паўзуны памылкова ўспрымаюцца як слізгальныя двухвалентныя злучэнні, 
таму што маюць знешняе падабенства з імі. Трэба памятаць, што ў слізгальных 
злучэннях адсутнічаюць шарніры. 
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Разгледзім два способы рашэння задачы. 
 
П е р ш ы  с п о с а б  
Задача рашаецца паводле тыпавой 

методыкі. Механізм дзелім на дзве часткі. 
Знешнія і ўнутраныя сувязі замяняем іх 
рэакцыямі (рыс. 2.52). Для кожнай з частак 
можна скласці тры ўмовы раўнавагі (усяго 
шэсць умоў) і знайсці з іх пяць невядомых 
рэакцый і сілу Q. Паколькі ў задачы неабходна 
вызначыць толькі сілу Q, то дастаткова 
будзе скласці толькі частку ўраўненняў. Для 

 
Рысунак 2.51 

іх атрымання можна разглядаць і раўнавагу ўсёй сістэмы. У рамках 
першага спосабу рашэння магчыма некалькі варыянтаў выбару сістэмы 
ўраўненняў. Каб знайсці карацейшы шлях да мэты, неабходна ўважліва 
прааналізаваць сістэму сіл, прыкладзеных да стрыжняў. У прыватнасці, 
трэба пазбягаць ураўненняў, якія ўключаюць рэакцыі сувязі О. Для 
назапашвання досведу рашэння задач разгледзім два варыянты 
складання ўраўненняў, неабходных для вызначэння сілы Q. 

Разглядаем раўнавагу стрыжня DOE; знаходзім суму момантаў сіл: 
  

( ) .011∑ =−−= lRlRMFM BAiO

r
                         (2.60) 

 
 

 
 

Рысунак 2.52 
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З раўнавагі стрыжня CBA ′′′  атрымліваем роўнасці  
 

,0∑ =′−= Ai RQX             (2.61) 
 

( ) .02 11∑ =′+′= lRlRFM ABiC

r
            (2.62) 

 

 
 

Рысунак 2.53 
 

Ураўненні (2.60)—(2.62) ствараюць 
дастатковую сістэму. З ураў-нення (2.61) 
знаходзім рэакцыю .QRA =′  Тады з ураў-

нення (2.62) атрымаем .2QRB =′  Перапішам 

ураўненне (2.60), улічваючы, што ,′= AA RR  

:′= BB RR  .02 11 =−− QlQlM  Адсюль знаходзім 
сілу па формуле: ;3/ 1lMQ =  канчаткова 

.3/2 lMQ =  
Каб атрымаць другую дастатковую сістэму ўраўненняў, разгледзім 

раўнавагу ўсёй сістэмы, вызваліўшы яе толькі ад сувязі С (рыс. 2.53). 
Знаходзім суму момантаў сіл адносна цэнтра О: 

 
( ) .02 11∑ =−+= lRQlMFM CiO

r
             (2.63) 

 
Для стрыжня CBA ′′′  (рыс. 2.52) запісваем ураўненне  
 

( ) .02 11∑ =−= lRlQFM CiК

r
            (2.64) 

 
Як бачым, два ўраўненні (2.63) і (2.64) утрымліваюць дзве 

невядомыя сілы Q і RC. Калі іх рашыць сумесна, то можна атрымаць 
такое ж выражэнне Q, як і раней. 

 
Д р у г і  с п о с а б  
Ён прынцыпова адрозніваецца ад першага, таму што патрабуе 

пераўтварэння зададзенай сістэмы (рыс. 2.51) у новую эквівалентную 
разліковую мадэль. Як адзначалася, на стрыжань АВС накладзены тры 
аднавалентныя сувязі: знешняя С і ўнутраныя А і В. Заменім простыя  
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сувязі А і В адной двухвалентай 
сувяззю К. Яе неабходна 
змясціць у пункце перасячэння 
ліній дзеяння рэакцый ′

AR  і ′
BR  

(рыс. 2.52 і 2.54, а).  
Сіла Q, прыкладзеная ў 

пункце С і накладзеная на яго 
простая сувязь, забяспечваюць 
нерухомасць гэтага пункта, што 
дазваляе ўсталяваць у ім двухва-  

 

Рысунак 2.54 
 

лентную сувязь. У выніку першапачатковы стрыжань АВС мадэліруецца 
новым стрыжнем СК. На рысунку 2.54, б, ён паказаны дзвюма лініямі. 
Калі цяпер уключыць стрыжань у зададзеную сістэму, то атрымаем 
разліковую мадэль, эквівалентную зададзенай сістэме. Такім чынам, мы 
ад механізма з адной ступенню свабоды перайшлі да нязменнай 
складанай сістэмы (рыс. 2.55). Сіла Q тут «прыхавана» ў сувязі С. 
Знайсці яе можна як рэакцыю QX C =  проста з аналізу раўнавагі частак 
сістэмы (рыс. 2.56). Як відаць з рысунка 2.56, б, стрыжань KC ′  
знаходзіцца ў раўнавазе пад дзеяннем дзвюх сіл, прыкладзеных да 
яго канцоў С і K ′  (на рысунку 2.56, б, паказаны іх складовыя). Таму 
яны накіраваны ўздоўж стрыжня: .KCRR KK ′=′  Складовыя PP =′ сілы 

′
KR перпендыкулярны да стрыжня ОК. Сілу Р знаходзім з раўнавагі  

 
 

  
 

Рысунак 2.55 
 

Рысунак 2.56 

а) 
б) 

а) 
б) 
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стрыжня ОК: ( ) ,0∑ =−= PlMFMO

r
 адкуль ./ lMP =  Паколькі 

tgα/ =PF , то 3/tgα PPF ==  (тут, як відаць з рысунка 2.55, 
3/15,1/5,0/tgα === llCSKS ). Цяпер складаем умову раўнавагі для 

стрыжня :KC ′  .045cos45cos∑ =′−′+= oo PFXX Ci  Адгэтуль 

( ) ( )( ) ;45cos3/2/45cos3/ oo lMPPQX C =−==  канчаткова .3/3 lMQ =  
 

 
УВАГА! 
1. Аб пераўтварэнні сістэмы сувязей, выкарыстаным у другім спосабе, падрабязна 
напісана ў вучэбна-метадычным дапаможніку [9, с. 16].  

2. Самы эфектыўны спосаб вызначэння ўраўнаважваючай сілы заснаваны на 
прынцыпе магчымых перамяшчэнняў, які вывучаецца ў другой частцы курса 
тэарэтычнай механікі. Для рашэння задачы 2.22 рацыянальна яго прымяненне  
з выкарыстаннем атрыманай тут разліковай мадэлі (гл. рыс. 2.55). 

 
 
Задача 2.23 
Механізм складаецца з крывашыпа 1 і шатуна 2, які можа 

слізгаць ва ўтулцы 3 (рыс. 2.57). Утулка замацавана шарнірна на восі О2  
 

 
 

Рысунак 2.57 

і судакранаецца з шатуном толькі  
ў пунктах C і D.  

Дадзена: М1, ,1 rAO =  ,12 aCO =  
,22 aDO =  ,α  ,f  дзе f  — 

каэфіцыент трэння слізгання шатуна 
ва ўтулцы. Знайсці найменшае 
значэнне моманту пары М2, прыкла-
дзенага да ўтулкі, пры якім механізм 
застаецца ў раўнавазе. 

 
Рашэнне 
Як відаць з рысунка 2.57, механізм складаецца з трох звенняў. Яго 

раўнавага магчыма толькі пры пэўных знешніх уздзеяннях. Пры 0=f  
існуе толькі адно значэнне моманту пары М2, якое забяспечвае 
раўнавагу механізма (пры зададзеным М1). Калі ,0≠f  то яны 
ўтвараюць вобласць змянення моманту М2 (мноства значэнняў). 
Паводле ўмовы задачы трэба знайсці найменшае з іх. Уявім, што мы 
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знайшлі пару М2 пры ,0=f  якая ўраўнаважвае механізм. Яна будзе 
ўраўнаважваць механізм і пры ,0≠f  пры гэтым сіла трэння ў 
кінематычнай пары «шатун-утулка» роўна нулю. Высветлім, якім 
чынам будзе парушацца раўнавага механізма пры змяншэнні 
знойдзенага моманту пары М2. Відавочна, у гэтым выпадку механізм 
пачне рухацца пад дзеяннем неўраўнаважанай пары М1 — стрыжні 1, 2 
і ўтулка будуць паварочвацца супраць руху стрэлкі гадзінніка. 
Адначасова стрыжань 2 будзе рухацца адносна ўтулкі — выцягвацца з 
яе, а яго участак АС будзе павялічвацца. Калі ,0≠f  то пры 
памяншэнні моманту М2 слізганне шатуна ва ўтулцы пачнецца не 
адразу, бо ў пунктах С і D узнікнуць сілы счаплення, якія да пэўнага 
моманту часу будуць утрымліваць стрыжань 2 ва ўтулцы без 
слізгання. А без прасоўвання шатуна не магчымы паварот звенняў. 
Пры некаторым значэнні памяншаемага моманту пары М2 сілы 
счаплення дасягнуць свайго межавага значэння, роўнага сіле трэння 
слізгання .т fNF =  Адпаведнае значэнне моманту пары М2 будзе 
найменшым — М2min. Для зручнасці выкладання ўвядзем абазначэнне 

.2min2 MM =  Яго, паводле ўмовы задачы, і неабходна вызначыць. 
Трэба звярнуць увагу, што сілы трэння CтF  і DтF  у пунктах C і D, 
якія процідзейнічаюць выцягванню стрыжня, накіраваны ўздоўж яго 
ўніз. Да ўтулкі яны прыкладзены ў адваротным напрамку (рыс. 2.58). 
Каб знайсці сілы трэння, разгледзім раўнавагу асобна ўтулкі  
і стрыжня 2 з утулкай 3, паказаных на рысунках 2.58 і 2.59. 
Напрамкі  рэакцый CN  і DN  на рысунку 2.58 выбраны так,  каб яны  

 
 

  
 

Рысунак 2.58 
 

Рысунак 2.59 
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маглі супрацьдзейнічаць актыўнай пары сіл .2M  Іншы выбар 
напрамкаў рэакцый не прывядзе да памылкі, толькі яны атрымаюцца са 
знакам «мінус». Тое самае можна сказаць і аб выбары напрамку вектара 

2ON  на рысунку 2.59: паколькі пара 2M  імкнецца вярцець аб’ект 
раўнавагі ACD адносна пункта А за стрэлкай гадзінніка, то рэакцыя 

2ON  павінна ўраўнаважваць яе момантам процілеглага напрамку. На 
ўсіх рысунках літарай В абазначаем пункт стрыжня 2, які супадае  
з воссю ўтулкі ,2О  .lAB =     

Запісваем патрэбныя ўраўненні раўнавагі ўтулкі: 
 

( ) ,02212∑ =−+= MaNaNFM DCiO

r
           (2.65) 

 

.0
2∑ =+−= OCDi NNNZ             (2.66) 

 
Далей разглядаем раўнавагу сістэмы, утворанай шатуном і ўтулкай; 

атрымліваем 
( ) .022∑ =−= MlNFM OiA

r
            (2.67) 

 
З ураўненняў (2.66) і (2.67) выключаем 

2ON  і знаходзім:  
 

.02 =+− MlNlN CD              (2.68) 
 

Рашаем сумесна ўраўненні (2.60) і (2.63), канчаткова прыходзім да 
наступных формул: 
 

( ) ( ) ,/ 2122 laaMalNC ++=  ( ) ( ) ./ 2121 laaMalND +−=  
 

Цяпер знаходзім сілы трэння ў пунктах C і D: ,CCT fNF =  
.DDT fNF =  

А зараз, паразважаем аб выбары аб’екта раўнавагі для вызна-
чэння моманту .2M  Неабходнае ўраўненне павінна ўключаць зада-
дзеную пару М1 і сілы трэння CтF  і ,DтF  ад якіх залежыць 
велічыня  моманту  .2M   Непажадана,  каб  ва  ўраўненне  раўнавагі   
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ўваходзілі рэакцыі сувязей А, О1, 
О2, бо тады давядзецца запісваць 
некалькі ўраўненняў і рашаць іх 
сістэму. Адзначаным патраб-
аванням да аб’екта раўнавагі 
можа задаволіць увесь механізм 
(рыс. 2.60) без утулкі, а, значыць, 
і без сувязі 2O . Запісваем для яго 
ўмову  Рысунак 2.60 

 

( ) ( )
1 1 1O i CM F M N l a AE= + − − −∑

r
 

 

( ) ( )т т2 1 0.D C DN l a AE F F O E− + − − + =                       (2.69) 
 
Тут α,sinrAE =  α.cos1 rEO =  Пасля падстаноўкі гэтых параметраў, 
рэакцый CN , DN  і сіл трэння CTF , DTF  ва ўраўненне (2.69) атрымаем 
 

( ) ( ) .0/αcos2αsin 212212
2

1 =++−−− laaMfraalMM  
 

Адсюль знаходзім момант 2M : 

 

( ) ( ) ( )[ ],αcos2αsin/ 21
2

211212 fraallaalMaaM +−+++=  
 

дзе α.sin/rl =  
Пры aaa == 21  атрымаем: [ ].αcosαsin/ 2

12 fraaMM +=  
 

Дадатковыя пытанні: 
1. Знайдзіце момант пары 2M  пры ,21 aaa ==  0=f  і параўнайце з момантам 

пары М1. Ці такі вынік вы прагназіравалі, не звяртаючыся да формул? У колькі разоў 

момант пары 2M  большы, чым момант пары М1 пры o30α =  і ,21 aaa ==  ?0=f  

2. Як уплываюць сілы счаплення на суадносіны паміж момантамі пар 2M  і ?1М  
Павялічваюць яе ці памяншаюць? 

3. Ці зменіцца вынік, калі пару 2М
r

 прыкласці не да ўтулкі, а да шатуна? (Для 
адказу на пытанне неабходна перанесці пару і паўтарыць рашэнне задачы 2.23). 
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3 РАЎНАВАГА ПРАСТОРАВАЙ СІСТЭМЫ СІЛ 
 

Умовы раўнавагі цела, на якое дзейнічае прасторавая сістэма сіл, 
прыведзены ў табліцы 1.1. З яе відаць, што колькасць незалежных 
ураўненняў для аднаго цела роўна шасці. Калі механічная сістэма 
складаецца з некалькіх цел, то колькасць незалежных ураўненняў  
у агульным выпадку можна вызначыць па формуле  

 

,36 21 nns +=  
 

дзе n1, n2 — колькасць цел, нагружаных адпаведна прасторавай  
і плоскай сістэмай сіл.  

Калі ўсе сілы паралельныя, то .23 21 nns +=  Паколькі ў сістэму сіл 
уключаюцца рэакцыі знешніх і ўнутраных сувязей, то ў канкрэтных 
задачах не заўсёды відавочна, чаму роўна n1, n2. Патрабуецца папярэдні 
аналіз складанай сістэмы. Звычайна запісваюцца не ўсе ўмовы 
раўнавагі, а толькі тыя, якія неабходны для вызначэння велічынь, што 
трэба знайсці. Методыка рашэння задач такая ж, што і для плоскай 
сістэмы сіл. Трэба памятаць, што ўмовы раўнавагі прасторавай сістэмы 
сіл уключаюць сумы момантаў адносна восяў, а не адносна пунктаў, як 
гэта мела месца для плоскай сістэмы. У змешаных складаных сістэмах 
выкарыстоўваюцца абедзве разнавіднасці ўраўненняў момантаў. 

 
3адача 3.1  
Аднародны прамавугольны паралелепіпед з рэбрамі АЕ = ЕЕ1 = а, 

АВ = 2а вагою Р можа паварочвацца вакол нерухомай восі О1О2 (рыс. 3.2). 
Раўнавага цела забяспечваецца з дапамогай вяроўкі Е1Е2, размешчанай на 
працягу рабра А1Е1. Вызначыць нацяжэнне вяроўкі Т пры ўмове, што АК = КВ. 

 
Рашэнне  
Гэта задача на замацаванне паняцця моманту сілы адносна восі. Паколькі 

цела мае нерухомую вось вярчэння, то яго раўнавага забяспечваецца 
толькі адной умовай: сума момантаў усіх сіл адносна гэтай восі павінна 
быць роўна нулю. Вызваляемся ад сувязі Е1Е2. Каардынатную вось О1х 
накіроўваем па лініі О1О2. З рысунка 3.2 відаць, што вось О1О2 з’яўляецца 
дыяганаллю куба з рабром а, пры гэтым цэнтр цяжару цела С знаходзіцца 
ў цэнтры грані KLL1K1 гэтага куба. Умова раўнавагі мае выгляд  
 

( ) ( ) ( ) .0=+=∑ PMTMFM xxi
i

x

rrr
                         (3.1) 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

Ре
по
зи
то
ри
й Б
ар
ГУ

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 73

 

Каб вылічыць моманты сіл T 
і P, успомнім азначэнне: момант 
сілы адносна восі роўны праекцыі 
на гэтую вось вектара-моманта 
сілы адносна адвольнага пункта 
на гэтай восі. У якасці такога 
пункта для моманта сілы Т прымем 
пункт D1; плячом сілы Т з’яўляецца 
найкарацейшая адлегласць ад 
пункта D1 да лініі дзеяння 
рэакцыі T — D1Е1. Вектар-момант 

( )TM D

rr

1
 накіраваны перпендыку-

ляры да плоскасці, што праходзіць  
Рысунак 3.2 

 

 

праз пункт D1 і вектар Т, г. зн. па нармалі да 
грані А1В1D1Е1 (рыс. 3.2). Аналагічна, 
плячом сілы Р адносна пункта К будзе 

адрэзак ,
2
aMK =  а вектар-момант ( )PM k

rr
 

перпендыкулярны да сячэння KLL1K1. 
Знойдзем складнікі ўраўнення (3.1). У 
адпаведнасці з прыведзеным азначэннем 
атрымаем роўнасць 

 
Рысунак 3.3 

 

( ) ( ) .cosα2cosαcosα 111
aTEDTTMTM Dx ⋅−=⋅−=−=

rr
 

 
Для вызначэння велічыні αcos , пакажам асобна сячэнне DD1К1К на 

плоскасці (рыс. 3.3). Атрымліваем: 33αcos =  і ( ) 2 3 3xM T aT= − =
r

 

2 3 3.aT−  Аналагічна ( ) ( ) 1cos cos 3.
6x kM P M P P MK aP= β = ⋅ ⋅ β =

r r
 Падстаў-

ляем ( )TMx

r
 i ( )PMx

r
 ва ўраўненне (3.1): .3

6
13

3
2 aPaT +−  Адсюль .

4
1 PT =  

 
 
УВАГА! 
Дакажыце, што cos β= cos α. Для гэтага неабходна на рысунку 3.2 злучыць 
пункты BD1 і нарысаваць асобна атрыманы прамавугольны трохвугольнік KBD1. 

В1 

( )TМ 1D
rr
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Задача 3.2 
Стрыжань, які мае форму дугі паўакружнасці радыусам r, размешчаны 

ў гарызантальнай плоскасці і нагружаны раўнамерна размеркаванай 
нагрузкай інтэнсіўнасці q (рыс. 3.4). Левы канец стрыжня замацаваны ў 
сцяну, а правы свабодны. Вызначыць рэакцыю замацавання.  

 
Рашэнне 
Вызваляемся ад сувязі A. Складовыя рэакцыі RA і рэактыўнага 

моманту МА абазначым праз XA, YA, ZA, Mx, My, Mz (рыс. 3.5). 
Раўнадзейная размеркаванай нагрузкі q роўна .rqqLQ π==  Пункт 
прыкладання сілы Q знаходзіцца ў цэнтры цяжару паўакружнасці С. 
Складаем умовы раўнавагі: 

 
,0==∑ A

i
i XX  ,0==∑ A

i
i YY  ,0=−=∑ QZZ A

i
i  

 

( ) ,0=−=∑ QrMFM xi
i

x

r
 ( ) ,0==∑ zi

i
z MFM

r
  

 

( ) .0=⋅+=∑ OCQMFM yi
i

y

r
 

 

Адсюль атрымліваем: ,0== AA YX  ,πrqZ A =  ,π 2rqM x =  ,0=zM  
.OCQM y ⋅−=  У апошняй формуле знак «мінус» паказвае, што 

рэактыўны момант у замацоўцы накіраваны процілегла паказанаму на 
рысунку 3.5, г. зн. па гадзіннікавай стрэлцы. Плячо ОС = xС неабходна 
вызначыць як каардынату xС цэнтра цяжару паўакружнасці. Прывядзем 

 
 

  
 

Рысунак 3.4 
 

Рысунак 3.5 
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іншы, больш агульны, спосаб вылічэння моманту размеркаванай 
нагрузкі q адносна восі Oy. Раўнадзейная нагрузкі q на ўчастку дугі ds 
роўна .qdsdQ =  Знаходзім яе момант адносна восі Oy: 

.sinsin 2 ϕϕ=ϕϕ==⋅= dqrrdqrqhdshdQdmy  Момант усёй нагрузкі 

( ) .2cossin 2
0

2
0

2
0

qrqrdqrdmqM yy =ϕ−=ϕϕ== πππ

∫∫  Далей складаем тую 

ж умову раўнавагі: ( ) ( ) 0=+=∑ qMMFM yyi
i

y

r
, адсюль .2 2qrM y −=  

 
 
УВАГА!  
Тут мы складалі шэсць умоў раўнавагі. Калі ўлічыць, што нагрузка паралельна 
восі Oz, то можна абысціся трыма ўмовамі. Наяўнасць рэактыўных пар Mx, My не 
змяняе становішча, паколькі іх плоскасці паралельныя да нагрузкі q. 

 
 
Задача 3.3 
Квадратная аднародная пласцінка АВСD са стараной a вагою Р 

замацавана ў пункце А пры дапамозе сферычнага, а ў пункце В — 
цыліндрычнага шарніраў (рыс. 3.6).  

 

Старана АВ гарызантальна. У пункце Е 
пласцінка абапіраецца на вастрыё. У 
пункце H на пласцінку дзейнічае сіла F 
паралельная да стараны АВ. Скласці 
ўмовы раўнавагі пласцінкі, калі яна 
ўтварае з гарызантальнай плоскасцю вугал 
α, а СЕ = ЕД, BH = b. 

 
Рашэнне 
Аб’ектам раўнавагі ў задачы з’яўляецца 

пласцінка. Вызваляючы яе ад сувязей, 
будзем улічваць, што вастрыё Е перашкаджае  

 
Рысунак 3.6 

 
павароту пласцінкі вакол восі Ах, яго рэакцыя RE перпендыкулярна да 
плоскасці пласцінкі (рыс. 3.7). Для складання ,∑

i
iY  ∑

i
iZ  і ( )i

i
x FM

r
∑  

на рысунку 3.8 прадстаўлены від пласцінкі з дадатнага напрамку восі 
Ах. Вось Ах і сіла F на гэтым рысунку праектуюцца ў пункты А і Н. 
Плячом сілы F адносна восі Ау з’яўляецца адрэзак sinαbKL = , адносна 
восі Az — адрэзак cosαbMK = .  
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Рысунак 3.7 
 

Рысунак 3.8 
 
 

Адпаведна рысункам 3.7 і 3.8 атрымліваем: 
 

,0=−=∑ FXX A
i

i  
 

,0sinα =++=∑ EBA
i

i RYYY  
 

,0cosα =−++=∑ PRZZZ EBA
i

i  
 

( ) ,0cosα
2

=−=∑ aPaRFM Ei
i

x

r
 

 

( ) ,0
2

sinα
2

cosα =++−−=∑ aPFbaRaZFM EBi
i

y
r

 
 

( ) .0αcos
2

αsin =++=∑ FbaRaYFM EBi
i

z

r
 

 
Канчаткова маем: 
 

0=− FX A , ,0sinα =++ EBA RYY  
 

,0αcos =−++ PRZZ EBA  
 

BZ
r

М 
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,0cosα
2
1

=− PRE  
 

,0
2
1sinαcosα

2
1

=−−+ PF
a
bRZ EB  
 

.0αcosαsin
2
1

=++ F
a
bRY EB  

 
 
Задача 3.4  
Тры аднолькавыя аднародныя стрыжні вагой Р канцамі А, В і D 

шарнірна прымацаваны да гарызантальнай плоскасці і злучаны паміж сабой 
шарнірам С (рыс. 3.9). Вызначыць рэакцыі сферычных шарніраў А, В і D. 

 
 

 

Рашэнне 
Сістэма складаецца з трох цел: АС, СВ 

і СD. Паказваем знешнія сілы Р. Дзелім 
сістэму на дзве часткі: СD і АВС. 
Пакажам, што на кожную з іх дзейнічае 
плоская сістэма сіл. Для гэтага неабходна 
пераканацца, што шарніры А, В і D можна 
разглядаць як цыліндрычныя, а не 
сферычныя. Стрыжань СD знаходзіцца ў 
раўнавазе пад дзеяннем трох сіл: Р, RС і RD. 
Таму ўсе яны перасякаюцца ў адным 
пункце і знаходзяцца ў той жа вертыкальнай 
плоскасці, што стрыжань і сіла Р. Складовыя 
рэакцый RС і RD паказаны на рысунку 3.10, 

 

Рысунак 3.9 
 

адкуль вынікае, што апору D можна разглядаць як цыліндрычны шарнір. 
Каб высветліць, які выгляд сувязі накладзены на стрыжань СD у пункце С, 
звернем увагу, што пункт С належыць і сістэме АСВ. Яна перашкаджае 
перамяшчэнню шарніра С толькі ў плоскасці АСВ і не абмяжоўвае яго  
ў перпендыкулярным накірунку (г. зн. у плоскасці ОСD). А такую сувязь, 
як вядома з тэорыі, накладвае вертыкальны стрыжань. Канчатковая мадэль 
сувязей, накладзеных на стрыжань СD, паказана на рысунку 3.11.  

Пераходзім да часткі АСВ. На кожным са стрыжняў АС і СВ таксама 
дзейнічаюць тры сілы, якія перасякаюцца на лініях дзеяння сіл Р. Значыць, 
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Рысунак 3.10 
 

Рысунак 3.11 
 
 
рэакцыі RА і RВ размешчаны ў плоскасці АСВ і іх можна прадставіць 
двума складовымі ,AX

r
 AZ

r
 і BX

r
, BZ

r
 у той жа плоскасці. Такім чынам, 

апоры А і В уяўляюць цыліндрычныя шарніры. Уся сістэма пасля 
вызвалення ад сувязей паказана на рысунку 3.12.  

Далейшае рашэнне задачы не прадстаўляе цяжкасцей. Складаем 
умовы раўнавагі для ўсёй сістэмы і стрыжня СD: 

 

( ) ,0
2
1∑ =−=

i
Dix aPaZFM

r
 

 

,0∑ ==
i

Di YY  
 

.0∑ =−+=
i

DCi PZZZ  

Адсюль  
2/PZD = , 0=DY , .2/PZC =  

 
Складаем умовы раўнавагі часткі АСВ (рыс. 3.13):  
 

( ) ,0
2
1

2
32 =⋅+⋅+⋅+⋅−=∑ aPaZaPaZFM

i
CAiB

r
 

 

( ) ,02
2
3

2
1∑ =+−−−=

i
BCiA aZaPaZaPFM

r
 

 

адсюль .4/5PZZ BA ==  
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Рысунак 3.12 Рысунак 3.13 

 
 
З умовы раўнавагі сістэмы АСВ ∑ =

i
iX 0  вынікае, што .AB XX −=   

Для вызначэння XA складаем умову раўнавагі стрыжня АС: 
 

( ) .0
2
1

=+−−=∑ aPaZaXFM
i

AAiC

r
 

 
Адсюль .4/3PXX BA −=−=  
Прапануем рашыць гэтую задачу, разглядаючы шарніры А, В і D як 

сферычныя з трыма складовымі па восях каардынат рэакцый RA, RB і RD. 
 
 
Задача 3.5 
Цяжкая аднародная тонкая прамавугольная пліта ўтрымліваецца  

ў гарызантальным становішчы сферычным шарнірам О, цыліндрычным 
шарнірам А і тонкім цяжкім стрыжнем СВ (рыс. 3.14). Вага пліты Q, вага 
стрыжня Р. Трэннем ігнараваць. Вугал γ у плоскасці Oyz лічыць 
вядомым. Знайсці рэакцыю шарніра YA. 
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Рысунак 3.14 
 

Рысунак 3.15 
 
 
Рашэнне 
 
Паколькі стрыжань ВС цяжкі, то яго трэба разглядаць не як сувязь, 

а як цела. Таму зададзеная сістэма з’яўляецца складанай. Вызвалімся ад 
сувязей. Пры гэтым неабходна ўлічваць, што стрыжань ВС знаходзіцца 
ў раўнавазе пад дзеяннем трох сіл: Р, RB і RС. Значыць, усе яны 
перасякаюцца ў адным пункце на лініі дзеяння сілы Р і таму 
размешчаны ў вертыкальнай плоскасці, вызначанай трохвугольнікам .ECB ′′′   

Вызваленая ад сувязей раздзеленая сістэма паказана на рысунку 
3.15, дзе рэакцыі SB і SC паралельныя да лініі ВЕ, а рэакцыіі ZB і ZC 
паралельныя да восі Oz. Паколькі патрабуецца вызначыць адно 
складовае рэакцыі YА, то запішам толькі тыя ўмовы раўнавагі, якія 
неабходны для атрымання адказу. Увядзем абазначэнні: ОА = ЕК = а, 
АВ = b, ,hECCE =′′=  ,dEBBE =′′=  ОС = х, .α=∠KBE   

З рысунка 3.15 відаць, што γ= cosxh , αsin/ad = , ( ) ./sinctgα axb γ−=  
Рэакцыю SB прадставім у выглядзе двух складовых: 
 

αsinBB SS =′ , α.cosBB SS =′′  
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Умовы раўнавагі:  
для стрыжня  

( ) ,0
2
1∑ =−−=′

i
BBiC dPdZhSFM

r
                          (3.2) 

для пласціны  

( ) ,0
2
1∑ =−=

i
Bix bQbZFM

r
                               (3.3) 

 

( ) .0∑ =′+′′−=
i

BBAiZ bSaSaYFM
r

                           (3.4) 

 
З ураўненняў (3.3) і (3.2) паслядоўна знаходзім рэакцыі:  
 

2/QZB = , ( ) .2/ hPQdSB +=  
 

Ураўненне (3.4) перапішам у выглядзе  
 

,0αsinαcos =⋅+⋅− bSaSaY BBA  
адсюль 

( ) ( ) ( ) =+⋅−=−= hPQdba
a

Sba
a

Y BA 2/αsinαcos1αsinαcos1  
 

( ) ( ) .2/γsin2/
αsin
αcos hPQb

a
xbahPQba +






 −

−
=+






 −=  

 
Падстаўляючы сюды γcosxh = , канчаткова атрымліваем  

 
( ) .2/tgγPQYA +−=  

 
Знак «мінус» паказвае, што сапраўдны напрамак рэакцыі YA 

процілеглы да вектара AY
r
на рысунку 3.15. Паспрабуйце растлумачыць 

гэты факт шляхам разважання. Прыміце да ўвагі, як накіравана 
рэакцыя SB адносна восі Oz, менавіта яна вызначае і накірунак 
складовага YA. Варта звярнуць увагу і на тое, што велічыня YA не 
залежыць ні ад размераў пласціны, ні ад размяшчэння канца стрыжня 
на паўпрамой ОС. 
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Задача 3.6 
Аднародная роўнастаронняя трохвугольная пласціна АВС, вага якой 

роўна Р, абапіраецца на гарызантальную плоскасць Оху, а яе стораны 
АС і ВС датыкаюцца да плоскасцей Oxz, Oyz (рыс. 3.16). Ігнаруючы 
трэннем, знайсці мінімальную сілу F, якая будзе ўтрымліваць пласціну 
ў раўнавазе. 

 
Рашэнне 
Пры мінімальным значэнні сілы F  ціск пласціны на плоскасці 
,Oxy  Oyz  і іх рэакцыі адсутнічаюць. Нармальныя рэакцыі, якія 

ўзнікаюць на гладкіх паверхнях, прыкладзены толькі да стараны AB  і 
вяршыні .C  Размеркаваную па старане AB  рэакцыю прывядзем да яе 
сярэдзіны D  і абазначым праз .DR  Цэнтр цяжару пласціны знаходзіцца 

на перасячэнні яе медыянаў, г. зн. DCDE
3
1=  (гл. рыс. 3.16). Лёгка 

заўважыць, што лініі дзеяння ўсіх сіл, прыкладзеных да пласціны, 
знаходзяцца ў плоскасці трохвугольніка .OCD  І таму далей будзем 
разглядаць раўнавагу адвольнай плоскай сістэмы сіл, паказанай на 
рысунку 3.17. Каб выключыць з аналізу рэакцыі CR  і ,DR  складзем суму 
момантаў сіл адносна пункта :K  ( ) ,0=⋅−⋅=∑ DKFKLPFM iK

r
 адсюль 

 
./ DKKLPF ⋅=                                        (3.5) 

 
 

  
 

Рысунак 3.16 
 

Рысунак 3.17 
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Застаецца знайсці адрэзкі DK  і .KL  Абазначым даўжыні старон 
пласціны літарай .a  Пласціну ABC  (рыс. 3.16) можна разглядаць як 
аснову правільнай павёрнутай піраміды з вяршыняй ,O  бакавымі гранямі 
якой з’яўляюцца раўнабедраныя прамавугольныя трохвугольнікі. Таму 

045=∠=∠ OCAOAC  і ў трохвугольніку OAC  .2/245cos 0 aaOCOA ===  
У прамавугольніку ODKC  (рыс. 3.17) 22 /aOCDK == . З трохву-
гольніка OAD  знаходзім адрэзак OD па формуле .2/45sin 0 aOAOD ==  

Тады .6/
3
1 aODKL ==  Звяртаемся цяпер да формулы (3.5), у выніку 

атрымліваем значэнне сілы .6/2PF =  
 
 
Задача 3.7 
Кола 1 радыусам ,r  замацаванае на восі ,OA  можа каціцца пад 

дзеяннем прыкладзенага да яго моманту .M  Пры гэтым цэнтр кола A  
апісвае акружнасць радыусам OAR =  (рыс. 3.18). Знайсці момант M  у стане 
раўнавагі сістэмы пры ўмове, што момант трэння на восі кола роўны ,1M  
момант трэння качэння ,2M  а момант трэння на апоры 3 роўны .3M  

 
Рашэнне 

Як відаць на рысунку 3.18, сістэма складаецца з трох частак 1, 2, 3. Для 
рашэння задачы дастаткова разгледзець раўнавагу вала 2 і кола 1. Моманты 
трэння і рэакцыі, прыкладзеныя да іх, паказаны на рысунку 3.19. Напрамкі 
момантаў трэння вызначаюцца напрамкам магчымага качэння кола 1 
пад дзеяннем актыўнага моманту .M  

Разгледзім раўнавагу вала OA  (рыс. 3.19, а). Кола імкнецца 
павярнуцца вакол яго супраць руху стрэлкі гадзінніка (калі глядзець  
з дадатнага напрамку восі ).Oy  Такі ж напрамак мае і момант трэння 

,1M  які перадаецца ад яго на вал. Гэты момант, у сваю чаргу, імкнецца 
павярнуць вал вакол восі Oy  супраць ходу стрэлкі гадзінніка, але 
гэтаму павароту процідзейнічае рэактыўны момант 1M ′  ( 11 MM =′ ), які 
перадаецца на вал ад жорстка замацаванай на плоскасці стойкі 3. Такім 
чынам, для вала OA  сума момантаў мае выгляд  

 
( ) .03 =⋅−=∑ RXMFM AiZ

r
               (3.6) 
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Рысунак 3.18 
 

Рысунак 3.19 
 

 
Пяройдзем цяпер да кола 1. На яго, акрамя сіл узаемадзеяння з 

валам, дзейнічаюць у пункце B  рэактыўныя сілы плоскасці: момант 
трэння качэння 2M  і сіла счаплення .AB XX =  Складаем умову 
раўнавагі:  

( ) .021 =−−−=∑ rXMMMFM Biy

r
                       (3.7) 

 
З ураўненняў (3.6) і (3.7) выключаем ,AX  BX  і знаходзім момант М 

па формуле .321 M
R
rMMM ++=  

 
 
Задача 3.8 
Аднародная прамавугольная пласціна вагою P  са сторанамі 

aOA 2=  і bAB 2=  у стане раўнавагі знаходзілася ў вертыкальнай 
плоскасці (у палажэнні ODAB 00 ); пры гэтым яе замацаваная старана OA  
ўтварала вугал α  з вертыкаллю .ON  Затым у пункце 0K  да пласціны 
прыклалі сілу ,Q  нармальную да яе плоскасці, пад дзеяннем якой пласціна 
павярнулася вакол стараны AO  на нейкі вугал β  у новае палажэнне 
раўнавагі ABDO  (рыс. 3.20). Знайсці вугал β  і рэакцыі сувязей O  і .D  

а) 

 
б) 
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Рашэнне 
Для паспяховага рашэння задачы 

трэба дакладна ўявіць палажэнне аб’екта 
раўнавагі ABDO  ў прасторы. Паводле 
ўмовы задачы напачатку пласціна знахо-
дзілася ў адной (вертыкальнай) плоскасці 
з нармаллю .ON  Будзем лічыць, што 
гэта плоскасць сумяшчаецца з плоскасцю 
ліста паперы. Уводзім прамавугольную 
сістэму восей каардынат. Дзве з іх накіруем 
па сторанах пласціны ў пачатковым 
палажэнні, а трэцюю Ox  — перпенды-
кулярна да яе (рыс. 3.21). Прымем да 
ўвагі, што вектар сілы P  падчас павароту 

 
Рысунак 3.20 

 
пласціны застаецца паралельным да вертыкалі ON  і да плоскасці ;Oyz  
таму яго праекцыя на плоскасць Oxy  паралельна да восі ,Oy  а праекцыя 
на плоскасць ,0EKK  што праходзіць праз цэнтр цяжару C  (і лініі ,EK  

0EK ) — паралельна да адрэзка .0EK  Вектар сілы Q  знаходзіцца ў 
плоскасці ,0EKK  перпендыкулярнай да восі Oz  і паралельнай да 
плоскасці .Oxy  На рысунку 3.22 прадстаўлены від на плоскасць 0EKK  
з дадатнага напрамку восі ,Oz  дзе CC0  — дуга, якую апісвае цэнтр 
цяжару пласціны пры яе павароце, P′  — праекцыя сілы P  на гэту плоскасць. 
 
 

  
 

Рысунак 3.21 
 

Рысунак 3.22 

А 

А 
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Вызваляем пласціну ад сувязей O  і D (гл. рыс. 3.21). Як бачым, на 
яе дзейнічае адвольная прасторавая сістэма сіл, для якой можна скласці 
шэсць умоў раўнавагі і затым вызначыць шэсць невядомых: пяць 
рэакцый сувязей і вугал .β  Будзем запісваць гэтыя ўраўненні не ўсе 
адразу, а мэтанакіравана, г. зн. спачатку ставіць канкрэтную мэту, а затым 
складаць неабходныя ўраўненні: 

1. Вызначэнне вугла .β  Вугал павароту можна знайсці, не 
вызваляючы пласціну ад сувязей, г. зн. разгледзець раўнавагу 
несвабоднага цела. З рысункаў 3.21 і 3.22 знаходзім: α,sinPP =′  

β,sinah =  ( ) 02 =⋅−′=∑ aQhPFM iz

r
 альбо ,02βsinαsin =⋅−⋅ aQaP  

адкуль α.sin/2βsin PQ=  
Для працягу рашэння задачы спатрэбіцца βcos . Знаходзім яго па формуле 

αsin/4αsinβsin1βcos 2222 PQP −=−=  альбо αsin/βcos Pe= , дзе 

.4αsin 222 QPe −=  
2. Вызначэнне рэакцыі .OZ  Аналіз сістэмы сіл паказвае, што 

патрэбна скласці наступную ўмову раўнавагі: ,0αcos =−=∑ PZZ Оi  
адсюль α.cosPZO =  

3. Вызначэнне рэакцый OX  і .DX  Запісваем дзве ўмовы раўнавагі: 
 

( ) ,0βsinαcosβcos2 =⋅+⋅+⋅=∑ aPbQbXFM Diy

r
  

 

.00βcos =+++=∑ QXXX DOi  
 

З першай умовы знаходзім рэакцыю ХD па формуле 
( ) .2/βsinαcosβcos bPaQbX D +−=  Падстаўляем значэнне DX  у другое 

ўраўненне і выражаем :OX  
 

( ) .2/βcosβsinαcos bQbPaXO −=  
 

4. Вызначэнне OY  і .DY  Складаем яшчэ два ўраўненні: 
 

( ) ,0βcosαcosαsinβsin2 =⋅−⋅−⋅+⋅−=∑ aPbPbQbYFM Dix

r
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.0αsinβsin =+−+=∑ PQYYY DOi  
 

З першага ўраўнення атрымліваем роўнасць  
 

( )[ ] .2/βcosαcosαsinβsin bPabQbYD +−=  
 

Падстаўляем знойдзенае выражэнне DY  у другое ўраўненне, з якога 
знаходзім ( )[ ] .2/αsinβcosαcosβsin bPbaQbYO −+=  

У атрыманыя формулы для ,OZ  ,OX  ,OY  DX  і DY  неабходна 
падставіць знойдзеныя вышэй βsin  і β.cos  

 
 
Задача 3.9  
Аднародныя стрыжні AC  і CB  даўжынёй ,4l  вага кожнага з якіх 

роўна ,P  замацаваны на сферычных шарнірах A , B  і ўтрымліваюцца ў 
гарызантальным становішчы з дапамогай ніці .DE  Сіла F  паралельна 
да восі Ax  (рыс. 3.23). Вызначыць рэакцыі знешніх сувязей A , B  і .ED  

Перад тым, як прыступіць да рашэння задачы, устанавіце, якія 
рэакцыі залежаць толькі ад F. Паспрабуйце знайсці іх як для плоскай сістэмы 
сіл, размешчанай у гарызантальнай плоскасці без уліку сіл Р і сувязі ED. 

 
Рашэнне  
Механічная сістэма складаецца з двух цел AC  і .CB  Вызваляем яе 

ад сувязей (рыс. 3.24). Паколькі на сістэму дзейнічае адвольная прасторавая 
 
 

  
Рысунак 3.23 Рысунак 3.24 
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сістэма сіл, то для яе можна скласці шэсць умоў раўнавагі (3) і (4) (гл. табл. 1.1). 
Аднак у нас, як відаць з рысунка 3.24, сем невядомых. Каб атрымаць 
дадатковае ўраўненне, неабходна разгледзець раўнавагу аднаго з цел 
асобна. Затым рашыць атрыманую сістэму з сямі алгебраічных 
ураўненняў. Гэта «стандартная» методыка рашэння любой задачы на 
раўнавагу прасторавай сістэмы сіл. Каб пазбегнуць кансерватызму 
мыслення, пакажам, што гэта не адзіны шлях да мэты. Заўжды 
застаецца прастора для творчасці. Удумліва аналізуючы ўмову задачы, 
можна знаходзіць больш рацыянальныя спосабы рашэння. Зараз варта 
паслядоўна скласці такія ўраўненні раўнавагі, каб кожнае з іх 
утрымлівала толькі адну новую невядомую велічыню: 

1. Вызначэнне рэакцыі BX  з раўнавагі стрыжня .BC  Для стрыжня 
мы можам скласці толькі частку ўмоў раўнавагі, бо ён не вызвалены ад 
унутранай сувязі :C  ( ) 0

1
=⋅−⋅=∑ BCXKCFFM BiZ

r
, адкуль знаходзім 

рэакцыю ХВ па формуле 
 

.4/34/3/ FlFlBCFKCX B =⋅=⋅=  
 

2. Вызначэнне рэакцыі BY  з раўнавагі ўсёй сістэмы:  
 

( ) ,0=⋅−⋅+⋅=∑ BCXACYKCFFM BBiZ

r
  

адсюль  

( ) .04/34
4
3/ =






 ⋅−⋅=⋅−⋅= llFlFACKCFBCXY BB  

 
3. Вызначэнне рэакцыі BZ  з раўнавагі стрыжня :BC  
 

( ) ,02/ =⋅−⋅=∑ BCPBCZFM BiX

r
  

адсюль  
.2/PZB =  

 
4. Вызначэнне рэакцыі AY  з раўнавагі стрыжня АС:  
 

( ) 0
1

=⋅=∑ ACYFM Aiz

r
, адсюль .0=AY  
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5. Вызначэнне рэакцыі AX  з раўнавагі ўсёй сістэмы: 
 

( ) 0
2

=⋅−⋅−⋅=∑ BKFACYBCXFM AAiz

r
,  

адсюль  
( ) .4/4/// FllFBCFBKBCBKFACYX AA ==⋅=⋅+⋅=  

 
6. Вызначэнне рэакцыі AZ  з раўнавагі ўсёй сістэмы:  
 

( )∑ =−+−⋅= 0
1

lZPlPlAEZFM BAiY

r
,  

адсюль  

.6/2/
3
1

3
1 PPZZ BA ===  

 
7. Вызначэнне рэакцыі Т з умовы раўнавагі ўсёй сістэмы:  
 

( ) 02
2

=⋅−⋅+⋅=∑ /ACPACZECTFM AiY

r
,  

адсюль  

.3/4/4
6
14

2
1 PEClPlPT =






 ⋅−⋅=  

 
Як бачым, пры вызначэнні невядомых не выкарыстоўвалася сума 

праекцый на восі каардынат. Гэта зроблена з мэтай, каб ураўненні 
раўнавагі ўтрымлівалі мінімальную колькасць невядомых рэакцый. 

 
 
УВАГА!  
У апошнім ураўненні невядомае значэнне Т выражаецца праз ZA. Калі дапусціць, 
што ZA было знойдзена няправільна, то памылка пяройдзе і ў значэнне Т. Каб 
велічыня Т не залежала ад іншых рэакцый, варта замест апошняга ўраўнення 
скласці суму момантаў усіх сіл адносна восі, праведзенай праз шарніры А і В. 

 
 
Задача 3.10  
Пласціна ў форме прамавугольнага трохвугольніка АВD замацавана 

ў вяршыні А на нахіленай плоскасці Р з дапамогай сферычнага шарніра 
і абапіраецца на яе штырамі ў вяршынях В і D (рыс. 3.25). Каэфіцыенты  
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Рысунак 3.25 
 

Рысунак 3.26 
 
 
трэння роўны адпаведна f1 і f2, старана трохвугольніка AB роўна a, AD 
роўна b, AD || MN. Вызначыць вугал нахілу плоскасці Р, пры якім 
пласціна ABD страціць раўнавагу. 

 
Рашэнне 
Уводзім сістэму каардынат і вызваляем пласціну ад сувязей (рыс. 3.26). 

Заўважым, што рэакцыі ZB і ZD  накіраваны па нармалях да плоскасці 
пласціны і роўны яе ціску на плоскасць Р, а рэакцыі BX  і DY , якія 
ўзнікаюць у плоскасці пласціны, уяўляюць сабою сілы счаплення. Яны 
ўзнікаюць пад дзеяннем сілы αsinGG =′ , якая імкнецца павярнуць 
пласціну на плоскасці Р вакол восі Az. Напрамкі сіл счаплення ХВ і YD 
процілеглы да магчымых перамяшчэнняў штыроў В і D. Пры 
павелічэнні вугла α  сілы ХВ і YD узрастаюць.  

Для атрыманай прасторавай сістэмы сіл, якая дзейнічае на пласціну, 
можна скласці шэсць умоў раўнавагі, а невядомых рэакцый сувязей, як 
відаць з рысунка 3.26, — сем. Такім чынам, пры малых значэннях вугла α  
разглядаемая задача статычна невызначальная. Пры максімальным 
значэнні вугла нахілу ,αα м=  калі пласціна пачынае рухацца, сілы 
счаплення ХВ і YD дасягаюць свайго гранічнага значэння — сіл трэння 
слізгання ХВт і YDт. І мы атрымліваем дадатковыя (да шасці ўмоў 
раўнавагі) суадносіны ,1т BB ZfX =  .2т DD ZfY =  Пры гэтым з’яўляецца і 
новая невядомая — вугал ,αм  які патрэбна вызначыць. 
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Разгледзім раўнавагу пласціны пры .αα м=   

Запісваем роўнасці: ( )∑ =−= ,0αcos
3
1

м aZaGFM Bix

r
 

( )∑ =−= ,0
3
1αcos м bZbGFM Diy

r
 адсюль мαcos

3
1GZB = , .αcos

3
1

мGZD =   

Знаходзім сілы трэння: ,αcos
3
1

м1т GfX B =  .αcos
3
1

м2т GfYD =  Цяпер 

складаем суму момантаў: ( )∑ =−−⋅= 0
3
1αsin ттм bYaXbGFM DBiz

r
 

альбо ,0αcos
3
1αcos

3
1αsin

3
1

м2м1м =−− GbfGafGb  адсюль 

( ) м21м αcosαsin bfafb +=  і ( ) ./tgα 21м bbfaf +=  
 

 
Задача 3.11  
Бязважкі куб можа вярцецца вакол восі ON, якая праходзіць праз 

яго вяршыні О і А. У вяршыні О ён замацаваны з дапамогай 
сферычнага шарніра, у вяршыні А — з дапамогай цыліндрычнага. Да 
куба прыкладзена сіла F (рыс. 3.27). Вызначыць рэакцыі сувязей О і А. 

 
Рашэнне 
Досвед рашэння гэтай задачы — яшчэ адзін прыклад, калі адыход 

ад тыпавой методыкі рашэння ў прыватных выпадках дазваляе знайсці 
рацыянальны варыянт дасягнення мэты. Але спачатку ўдумліва 
прааналізуйце ўмову задачы і адкажыце на пытанні: 

 

1. Чаму куб не верціцца пад дзеяннем сілы F? 
2. Чаму будуць роўныя рэакцыі сувязей О  

і А, калі лінію дзеяння сілы F сумясціць з 
дыяганаллю ВО? 

Вы знайшлі правільны адказ. Куб не 
верціцца, бо момант сілы F адносна восі ОN 
роўны нулю — лінія дзеяння сілы перасякае 
вось. А рэакцыі сувязей О і А роўны адпаведна 
сіле F і нулю. 

У працэсе аналіза ўмовы задачы, напэўна, 
звярнулі ўвагу на яе істотную асаблівасць: куб 

 
Рысунак 3.27 
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Рысунак 3.28 
 

Рысунак 3.29 
 

 
знаходзіцца ў раўнавазе пад дзеяннем трох сіл (актыўнай сілы F і 
рэактыўных R0 і RA). Тут варта прыгадаць тэарэму аб трох сілах, якая 
так эфектыўна выкарыстоўваецца пры аналізе плоскай сістэмы сіл. Паводле 
тэарэмы тры сілы павінны перасякацца ў адным пункце. Паколькі лініі 
дзеяння сіл F і RА перасякаюцца ў пункце А, то і лінія дзеяння рэакцыі 
R0 праходзіць праз гэты пункт (рыс. 3.28). Вельмі істотны і вывад  
з тэарэмы аб тым, што ўсе тры сілы знаходзяцца ў адной плоскасці. Такой 
плоскасцю на рысунку 3.28 з’яўляецца плоскасць трохвугольніка АВО, 
або прамавугольніка АВОС. Заўважаная асаблівасць задачы дазваляе 
аналізаваць раўнавагу плоскай сістэмы сіл, што значна спрашчае яе 
рашэнне. Разгледзім раўнавагу сячэння АВО (рыс. 3.29, а). Пабудуем для 
яго трохвугольнік сіл (рыс. 3.29, б). Вугал β  у гэтым трохвугольніку такі ж 
як і той, што ўтварае вось ОN з каардынатнай воссю Оу. З трохвугольніка 
знаходзім рэактыўныя сілы: β,cos0 FR =  β.sinFRA =  З геаметрыі 
вядома залежнасць: 1γcosβcosαcos 222 =++ . Паколькі для дыяганалі 

куба γ,βα ==  то ,1βcos3 2 =  3/3βcos = , .3/2cos1βsin 2 =β−=  

Канчаткова атрымліваем: 330 /FR = , .3/2FRA =  
 
 
Задача 3.12 
Паверхня парабалічнага купала апісваецца ўраўненнем 

( ) ./22 HyxHz +−=  На вышыні h на купал пакладзены груз М (рыс. 3.30). 
Каэфіцыент трэння слізгання роўны f. Пры якіх значэннях h магчыма 
раўнавага груза на паверхні купала? 
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Рысунак 3.30 
 
 

 

Рашэнне 
Цела М на паверхні купала можа 

слізгаць па яго мерыдыяну АВ. Паколькі 
паверхня купала сіметрычна адносна 
восі Oz, то ўмовы раўнавагі на ўсіх меры-
дыянах аднолькавы. Сумясцім меры-
дыян АВ з каардынатнай плоскасцю 
Oyz. Яго ўраўненне пры х = 0 прымае 
выгляд 

./2 HyHz −=            (3.8) 
 

Змесцім цела М на паверхню АВ  
у палажэнне гранічнай раўнавагі. На яго 
дзейнічаюць дзве сілы: сіла цяжару Р 
і рэакцыя паверхні R. Паводле аксіёмы 
аб абсалютна цвёрдым целе лініі дзеяння 
гэтых сіл знаходзяцца на агульнай 
прамой — на вертыкалі. У палажэнні 
гранічнай раўнавагі вектар R утварае 
з нармаллю Мn да паверхні вугал 
трэнняφ  (рыс. 3.31). Такі ж вугал утварае 
і датычная М τ  з воссю Оу. Расклад-
ваем вектар R на нарамальную 
рэакцыю N і сілу трэння Fт. Запісваем 
умовы раўнавагі цела на паверхні АВ:  

 
Рысунак 3.31 

 
 

∑ =−= ,0φcos NPFin  .0φsin т =−=∑ FPFiτ  
 

З першага ўраўнення знаходзім велічыню N па формуле φ.cosPN =  
Паколькі φ,cosт fPfNF ==  то другое ўраўненне прымае выгляд: 

0φcosφsin =− fPP . Адсюль .tgφ f=  Значэнне tgφ  знаходзім матэматычна 

як вытворную па каардынаце у функцыі (3.8): .H/y
dy
dz 20tgφ +=−=  Тады 

,H/yf 2=  адкуль ./fHy 2=  Найменшае значэнне вышыні h вызначаем 

па формуле (3.8) ( ) ( ) .H/fH//fHHzh 412 22 −=−==  Такім чынам, цела М 
будзе знаходзіцца ў раўнавазе на паверхні купала пры ( ) .4/1 2 Hfh −≥  
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Задача 3.13 
Тры аднолькавыя аднародныя шары А, В і С шчыльна змешчаны на 

гладкай гарызантальнай плоскасці і абвязаны ў экватарыяльнай 
плоскасці шнуром. Чацвёрты шар D (аднолькавай вагі Р, роўнай 10 Н) 
пакладзены на іх зверху (рыс. 3.32). Вызначыць нацяжэнне шнура Т. 
Трэннем шароў паміж сабою ігнараваць.  

 
Рашэнне 
Паводле методыкі аналізу раўнавагі складаных сістэм неабходна 

разгледзець раўнавагу кожнага шара паасобку. Але паколькі шары А, В 
і С, дзякуючы сіметрыі, нагружаны аднолькава, то будзем разглядаць 
раўнавагу аднаго шара А. Пачнем з верхняга шара D. Каб знайсці 
пункты яго судакранання з шарамі А, В і С, неабходна злучыць яго 
цэнтр з цэнтрамі ніжніх шароў. Гэтыя цэнтры на рысунку 3.32 будзем 
абазначаць тымі ж літарамі, што і шары. Даўжыня кожнага з адрэзкаў 
AD, BD і CD роўна 2r (r — радыус шара). Значыць пункты 
судакранання шароў S1, S2 і S3 знаходзяцца пасярэдзіне адрэзкаў. 
Утвораная адрэзкамі AD, BD і CD і ўяўнымі плоскасцямі 
трохвугольнікаў, фігура ўяўляе правільны тэтраэдр (рыс. 3.33). На 
рысунку 3.33 шар D не паказаны, а прыкладзеныя да яго рэакцыі ў 
пунктах S1, S2 і S3 абазначаны літарамі RA, RB і RC. Ціск на шары А, В і С 
з боку шара D роўны па велічыні гэтым рэакцыям і процілеглы ім па напрамку.  

Разглядаем раўнавагу шара D: 0γcos3 =−=∑ PRZ Ai  ці 
,PsinRА 0α3 =−  адсюль  

α.sin3/PRA =                                          (3.9) 
 
 

  
 

Рысунак 3.32 
 

Рысунак 3.33 
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Значэнне γcosαsin =  знаходзім праз 
αcos  з трохвугольніка ,1BDO  у якім 

.3/33/60sin23/21 BDBDBKBO === o   
Атрымліваем выраз αcos/1 =BDBO  ці 

,3/3αcos =  а 2cos sin 1 cosγ = α = − α =  
1 3 / 9 2 / 3.− =  Па формуле (3.9) знаходзім 

.6/63/23/ PPRRR CBA ====  Сілы ціску 
на шары А, В і С пераносім у іх цэнтры, што ў 

 
Рысунак 3.34 

экватарыяльнай плоскасці, дзе знаходзіцца шнур. Раскладваем іх у 
гэтых пунктах на вертыкальныя і гарызантальныя складаемыя. Першыя 
ўраўнаважваюцца апорнай плоскасцю, другія выклікаюць нацяжэнне 
шнура. На рысунку 3.34 (від зверху) паказаны гарызантальныя 
складаемыя ,′AR  ′

BR  і .′CR  Разглядаючы раўнавагу шара А будзем улічваць, 
што яго сілы ўзаемадзеяння з шарамі В і С роўны нулю, паколькі шнур не меў 
папярэдняга нацягу. Складаем суму праекцый на вось 
Ах: ∑ =−′= .030cos2 oTRX Ai  Адкуль / 2cos30 cosα / 3A AT R R′− = =o  

6 /18P . Падстаўляем Р = 10 Н. Такім чынам, Т = 1,361 Н. 
 
 

4 ПЕРАЎТВАРЭННЕ СІСТЭМЫ СІЛ 
 

4.1 Тэарэмы аб перамяшчэнні вектара сілы 
 

Калі на матэрыяльны аб’ект дзейнічае адвольная сістэма сіл (рыс. 4.1), 
то нельга ўявіць яго магчымы рух: напрамак, від, скорасць, паскарэнне. 
Каб вызначыць характарыстыкі руху ці ўстанавіць стан спакою, неабходна 

 

 

спачатку пераўтварыць сістэму сіл: прывесці 
яе да прасцейшага віду. Вывучэнне спосабаў 
такога пераўтварэння і складае змест першай 
асноўнай задачы статыкі. Яе рашэнне заснавана 
на перамяшчэнні і складанні вектараў сіл і 
момантаў (пар). Перамяшчэнне сіл выконваецца 
на падставе дзвюх тэарэм, якія прыводзім тут 
без доказу. 

 
Рысунак 4.1 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

Ре
по
зи
то
ри
й Б
ар
ГУ

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 96

Тэарэма 1. Дзеянне сілы на цела не зменіцца пры перамяшчэнні яе 
вектара па лініі дзеяння.  

 
У якасці прыклада на рысунку 4.2 сіла F перанесена з пункта прык-

ладання А ў пункт В. 
 
Тэарэма 2. Дзеянне сілы на цела не зменіцца, калі яе вектар 

перанесці паралельна і далучыць пару сіл з момантам, роўным моманту 
зададзенай сілы адносна новага пункта прыкладання.  

 

 
 

Рысунак 4.2 
 

 

 
 

Рысунак 4.3 

На рысунку 4.3 сіла F перанесена паралельна з 
пункта А ў пункт В; момант далучанай пары M = 
Fh. Паколькі доказы тэарэм 1 і 2 простыя, то 
некаторыя аўтары называюць іх лемамі альбо лічаць 
вынікамі з аксіём.  

Трэба мець на ўвазе, што перанос сіл 
дапушчальны ў межах аднаго цела. Калі, 
напрыклад, сілу F на рысунку 4.4 перанесці па 
лініі яе дзеяння з цела 1 на цела 2, то рэакцыі 
сувязей А, В і С зменяцца. Далучэнне пары М пры 
паралельным пераносе сілы F паводле тэарэмы 2 
трэба разглядаць як кампенсацыю на змяненне 
пляча сілы, якое мае месца пры такім пераносе.  
У якасці ілюстрацыі на рысунку 4.5 паказаны рычаг 

з апорай у шарніры О. Відавочна, што пры пераносе сілы F  
у палажэнне F1 яе дзеянне на рычаг зменіцца: момант адносна центра  О 
ўзрасце на велічыню М1 = F(h1 – h). А каб гэтага не адбылося, 
неабходна пры паралельным пераносе сілы далучаць такую ж пару М 
процілеглага напрамку (на рысунку яна паказана пункцірам). На гэтым жа 

 
 

  
 

Рысунак 4.4 
 

Рысунак 4.5 
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рысунку можна заўважыць, што пры пераносе сілы F па яе лініі дзеяння 
n — n плячо h, а, значыць, і момант адносна цэнтра О застаюцца 
нязменнымі. Такім чынам, пацвярджаецца тэарэма 1. 

 
 
УВАГА!  
1. У прыкладзе з рычагом сіла F пераўтворана ў эквівалентную сістэму, што 
складаецца з сілы F1 = F і пары М = F(h1 – h). Магчыма і адваротнае 
пераўтварэннне –– прывядзенне сілы і пары да адной раўнадзейнай сілы. 

2. Пры пераносе сілы F у межах аднаго цела  з пункта А ў пункт В, як мы 
пераканаліся, далучаецца пара ( )FMM B

r
= . Калі ж сілу перанесці яшчэ раз  

з пункта В у пункт С, то далучаная пара будзе роўна ( ) ( ),FMFMM CB

rrrrr
+=  дзе 

( )FM C

rr
–– момант сілы F, прыкладзенай у пункце В адносна пункта С. 

 
 
Прыклад 1 
Сілу F, прыкладзеную да кола D у пункце А (рыс. 4.6, а), 

паралельна перанесці ў пункт В такім чынам, каб яе дзеянне на кола не 
змянілася.  

 

 

Рашэнне 
Пераносім сілу F паралельна ў пункт В, 

як паказана на рысунку 4.6, б, і далучаем 
пару сіл з момантам, роўным моманту 
зададзенай сілы F (на рысунку 4.6, б, 
паказана пункцірам) адносна цэнтра В: 
М = Fh = Fr.  

 
Рысунак 4.6 

 
 
Прыклад 2  
Да паралелепіпеда з рэбрамі а, b, с у пунктах А, В і С прыкладзены 

сілы 1F , 2F  і 3F (рыс. 4.7, а). Перанесці вектары сіл паралельна ў пункт О, 
не змяняючы іх дзеяння на паралелепіпед.  

 
Рашэнне 
Прымяняем тэарэму аб паралельным пераносе вектара сілы. Вынікі 

пераносу кожнай сілы паказаны асобна на рысунках 4.7, б, в, г. 
Пары сіл прадстаўлены вектарамі 1M

r
, 2M

r
 і 3M

r
, модулі якіх  роўны:  

а) б) 
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                                                    а)                                                     б) 

 
 

 
 
                                                     в)                                                        г) 

 
Рысунак 4.7 

 
 

1M  = 1F а, 2M  = 2F c, 3M = 3F h, дзе h — плячо сілы F3. Плячо можна 
знайсці з трохвугольніка ОВС як яго вышыню. На рысунуку 4.8 гэты 
трохвугольнік паказаны асобна. Даўжыні яго старон k, l, m, роўныя: 

,22 bak +=  ,22 cbl +=  .сam 22 +=  

Плошчу S трохвугольніка знаходзім па формулах: mhS
2
1

=   

і )mp)(lp)(kp(pS −−−= , дзе ( ) 2/mlkp ++=  і ўяўляе паўперыметр 
 

 
 
Рысунак 4.8 

трохвугольніка. З прыведзеных формул атрымліваем 
.m/Sh 2=  Вектар 3М

r
 перпендыкулярны да плоскасці 

трохвугольніка ОВС. Тут для вызначэння моманту пары 
3M  выкарыстаны адзін з прыватных спосабаў. 
Разгледзім агульны каардынатны спосаб, паводле 

якога ,2
3

2
3

2
33 zyx MMMM ++=  дзе ,333 YzZyM BBx −=  

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

Ре
по
зи
то
ри
й Б
ар
ГУ

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 99

333 ZxXzM BBy −= , 333 ZyYxM BBz −=  — моманты сілы 3F адносна 

восей каардынат; 33 FX −= cos α , ,03 =Y  33 FZ = sinα— праекцыі сілы 

3F  на восі каардынат; ,axB = ,byB = 0=Bz  — каардынаты пункта 
прыкладання сілы 3F . Цяпер знаходзім 33 bFM x = sin ,α  33

aFM
y

−= sinα , 

33 bFM z −= cos .α  Напрамак вектара 3М
r

 вызначаем праз накіроўваючыя 
косінусы: cos ,/α 333 MM x=  cos ,/β 33 MM y=  cos 333γ M/M z= ; 3α , 3β , 

3γ — вуглы, утвораныя вектарам 3M
r
з восямі каардынат (на рысунку 

4.7, г, не паказаны).  
 
 

4.2 Прывядзенне адвольнай сістэмы сіл  
да аднаго цэнтра 

 
Мэта прывядзення — спрашчэнне сістэмы сіл (гл. падраздзел 4.1). 

Нагадваем, што вектары, пры дапамозе якіх умоўна прадстаўляюцца 
пары сіл, можна складваць па тых жа правілах, што і вектары сіл. Іх 
таксама можна пераносіць як уздоўж вектараў, так і паралельна да іх, 
пры гэтым, у адрозненне ад паралельнага пераносу вектара сілы, без 
далучэння кампенсуючых пар. 

Разгледзім матэрыяльны аб’ект, на які дзейнічае адвольная сістэма 
сіл і параў сіл (гл. рыс. 4.1). Увядзём наступныя азначэнні: 

1. Вектар ,R
r

 роўны геаметрычнай суме ўсіх сіл, што ўтвараюць 
сістэму, называецца галоўным вектарам гэтай сістэмы: 

 

.∑= iFR
rr

    (4.1) 
 

2. Вектар OM
r

, роўны геаметрычнай суме момантаў усіх сіл, што 
ўваходзяць у сістэму, адносна адвольнага цэнтра О, называецца 
галоўным момантам гэтай сістэмы: 

 

.MM iО ∑=
rr

    (4.2) 
 

Калі сістэма ўключае пары сіл, то іх моманты таксама ўваходзяць  
у суму (4.2). Велічыні галоўнага ветара R

r
 і галоўнага моманту OM

r
 знаходзяцца 

ў агульным выпадку праз іх праекцыі на восі каардынат па формулах: 
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,222
zyx RRRR ++=  ,222

zyxO MMMM ++=   (4.3) 
 

дзе ,∑= ix XR  ,∑= iy YR  ∑= iz ZR  — праекцыі галоўнага вектара,  

а ,∑= ixx MM  ,∑= iyy MM  ∑= izz MM  — праекцыі галоўнага 
моманту сістэмы сіл на восі каардынат. Праекцыі галоўнага моманту 
знаходзяцца як сумы момантаў усіх сіл адносна восей. Напрамкі 
вектараў R

r
 і OM

r
 вызначаюцца праз накіроўваючыя косінусы вуглоў: 

,/αcos 1 RRx=  ,/βcos 1 RR y=  RRz /γcos 1 =  і ,/αcos 2 Ox MM=  

,/βcos 2 Oy MM=  ./γcos 2 Oz MM=  Тут праз ,α1  ,β1  1γ  і ,α2  ,2β  2γ  

абазначаны вуглы, утвораныя адпаведна вектарамі R
r

 і OM
r

 з восямі 
каардынат. 
 
 

УВАГА! 
З другога азначэння выплывае, што сістэма сіл можа мець мноства галоўных 
момантаў у залежнасці ад выбару цэнтра О. 

 
 
Тэарэма Пуансо. Адвольная сістэма сіл можа быць прыведзена да 

аднаго цэнтра О і ў выніку заменена адной сілай, роўнай галоўнаму 
вектару сістэмы R, і адной парай з момантам МО, роўным галоўнаму 
моманту гэтай сістэмы адносна цэнтра прывядзення О. 

 
Сфармуляваная тэарэма называецца асноўнай тэарэмай статыкі. Яна 

даказваецца на падставе тэарэм 1 і 2, прыведзеных у падраздзеле 4.1. 
Сапраўды, гэтыя тэарэмы дазваляюць перанесці ўсе сілы ў цэнтр О; 
атрымаецца сыходная сістэма сіл і сыходная сістэма вектараў-момантаў 
далучаных пар сіл. Іх сумы знаходзяцца затым па формулах (4.1)—(4.3). 

 
 
УВАГА!  
Калі сістэму сіл, прыведзеную да цэнтра О, прывесці яшчэ раз да іншага цэнтра О1, 
то новы галоўны момант будзе мець від ( )RMMM OOO

rrrr

11
+= , дзе OM

r
 — галоўны 

момант адносна цэнтра О: ( )RM O

rr

1
 — момант галоўнага вектара ,R

r
 

прыкладзенага ў цэнтры О, адносна цэнтра О1. 
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4.3 Дынамічная шруба. Статычныя інварыянты 
 

Вынік, атрыманы на падставе тэарэмы Пуансо, дапускае далейшае 
спрашчэнне сістэмы сіл і патрабуе адмысловай класіфікацыі. 

 

 

Азначэнне. Сукупнасць сілы F і пары сіл з 
момантам М, якая дзейнічае ў плоскасці, 
перпендыкулярнай да вектара сілы, 
называецца сілавой альбо дынамічнай 
шрубай (скарочана — дынамай). 

Правая і левая дынамічныя шрубы паказаны 
адпаведна на рысунках 4.9, а і 4.9, б. Дынамай 
уздзейнічаюць на рабочы інструмент пры 
свідраванні адтулін, артэзіянскіх і нафтавых 
свідравін і г. д. 

 
Рысунак 4.9 

 
Тэарэма. Адвольная сістэма сіл у агульным выпадку можа быць 

прыведзена да дынамічнай шрубы. 
 
У гэтым лёгка пераканацца. Паводле тэарэмы Пуансо адвольная 

сістэма сіл прыводзіцца да галоўнага вектара і галоўнага моманту 
(рыс. 4.10, а). Праводзім праз вектары R

r
 і OM

r
 плоскасць I. Другую 

плоскасць II пабудуем перпендыкулярна да плоскасці I. Раскладзем 
вектар OM

r
 па напрамках R

r
 і перпендыкулярным да яго: 

,*
nO MMM

rrr
+=  дзе αcos*

OMM = , αsinOn MM = . Тут вектар nM
r

 
перпендыкулярны да плоскасці II. Яго можна замяніць парай сіл ( R′

r
 і R ′′

r
), 

змешчанай у гэтай плоскасці. Прымем .RRR =′′=′  Тады вектары R  і ,R′  
што ўтвараюць ураўнаважаную сістэму сіл, можна адкінуць, а вектар 

*M  перанесці ў пункт О1 (рыс. 4.10, б). Атрымаем сукупнасць сілавых 
фактараў ( R

r
 і *М

r
), што ўяўляе дынамічную шрубу. Прамую ″′

11 OO  
называюць цэнтральнай шрубавай воссю сістэмы сіл. Калі б сістэму сіл 
з самага пачатку прыводзілі да цэнтра О1 альбо да любога іншага цэнтра 
на цэнтральнай шрубавай восі, то атрымалі б гэтую ж дынамічную 
шрубу. Трэба ўважліва вывучыць рысунак 4.10. На ім вектары R

r
 і *М

r
 

не змяняюцца пры перамяшчэнні  цэнтра  прывядзення О.  Па гэтай  

а) 

б) 
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                                  а)                                                                        б) 

 
Рысунак 4.10 

 
 

прычыне яны атрымалі наступныя назвы: *R
r

 — першы (вектарны) 
статычны інварыянт сістэмы сіл, *М  — другі (скалярны) статычны 
інварыянт. Вектар *М

r
 называюць таксама галоўным момантам 

дынамічнай шрубы. Гэта найменшы з усіх магчымых галоўны момант 
для дадзенай сістэмы сіл.  

 
 

УВАГА !  
Паколькі другі статычны інварыянт уяўляе сабою праекцыю галоўнага вектара 

OM
r

 на напрамак вектара ,R
r

 то матэматычна яго можна выразіць праз скалярны 

здабытак RRMM O /*
rr

=  альбо па формуле 
 

( ) ./* RMRMRMRM zzyyxx ++=                             (4.4) 

 
 

Велічыня вектара nM  (рыс. 4.10) змяняецца прапарцыянальна 
адлегласці ад цэнтральнай шрубавай восі: ( ) RxxM n = . Як відаць з гэтай 
формулы, адлегласць ОО1 на рысунку 4.10 пры канкрэтных значэннях 
R і nM  выбіраецца не адвольна; пры х = ОО1 атрымліваем 

./1 RMOO n=  Калі ж цэнтр прывядзення (на рысунку О2) 
перамяшчаецца ўправа ад цэнтральнай шрубавай восі, то напрамак 
вектара ′= nn MM  змяняецца на процілеглы. Праекцыі моманту nM  на 
восі каардынат знаходзяцца па вядомых формулах: 
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yznx zRyRM −= ,     zxny xRzRM −= ,     xynz yRxRM −= ,        (4.5) 
 

дзе x, y, z      — каардынаты цэнтра прывядзення;  
Rx, Ry, Rz — праекцыі галоўнага вектара на восі каардынат. 
Каб замацаваць атрыманыя тут звесткі з тэорыі пераўтварэння 

сістэмы сіл, выканайце наступны прыклад. 
 
 
Прыклад  

 

Калі сістэму сіл прывесці да 
цэнтра О, то атрымаем галоўны 
вектар R

r
 і галоўны момант ,OM

r
 

змешчаныя ў гарызантальнай плос-
касці (рыс. 4.11, а). Пабудаваць 
галоўны момант гэтай сістэмы, калі 
яна будзе прыведзена да цэнтра К. 
Лічыць, што R/MOK n2=  і 
цэнтры О і К знаходзяцца з 
процілеглых бакоў ад цэнтральнай 
шрубавай восі гэтай сістэмы сіл. 

 
Рысунак 4.11 

 
Рашэнне 
Разгледзьце яго толькі для праверкі ўласнага рашэння. У яго аснову 

пакладзена інфармацыя аб пераменным моманце nM  і звесткі аб 
інварыянтах R

r
 і .*М

r
 Апошнія для ўсіх цэнтраў прывядзення 

аднолькавыя. Паслядоўнасць дзеянняў можа быць наступнай: 
1) раскладваем вектар OM

r
 на артаганальныя кампаненты *М

r
 і nM

r
; 

2) вызначаем напрамак па восі zO  ад цэнтра О на цэнтральную 
шрубавую вось (вышэй альбо ніжэй цэнтра О). Для гэтага па напрамку 
вектара nM

r
 устанаўліваем палажэнне сіл, якія ўтвараюць адпаведную 

яму пару ( R
r

, R
r

− ), змешчаную ў плоскасці Оxz, пры гэтым улічваем, 
што сіла ( R

r
− ), якая ўраўнаважвае галоўны вектар, прыкладзена  

ў пункце О (на рысунку 4.11, б, паказана пункцірам). Тады другая сіла 
пары R

r
 будзе змешчана вышэй пукта О, яна і вызначае палажэнне 

цэнтральнай шрубавай восі ;11
′′OO  

а) б) 
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3) знаходзім пункт О1: ;/1 RMOO n=  
4) вызначаем на рысунку 4.11, б, палажэнне цэнтра К (паводле 

ўмовы задачы 12 OOOK ⋅= ); 

5) знаходзім для цэнтра К вектар .′nM
v

 Для гэтага праз канец 
вектара nM

r
 і пункт О1 праводзім прамую да цэнтра К. Відавочна, што 

;nn MM =′  
6) пераносім паралельна вектар *M

r
 з цэнтра О ў цэнтр К; 

7) знаходзім галоўны момант :KM  ,*MMM nK

rvr
+′=  па велічыні 

.OK MM =  
Знайдзіце галоўны момант KM  у выпадку, калі цэнтры 

прывядзення О і К знаходзяцца з аднаго боку ад восі ′′
11 OO  ніжэй яе.  

 
 

4.4 Асобныя выпадкі прывядзення сістэмы сіл.  
Ураўненні цэнтральнай шрубавай восі 

 
У залежнасці ад значэння галоўнага вектара і галоўнага моманту 

сістэмы сіл і вугла паміж вектарамі R
r

 і OM
r

 магчымы некалькі 
выпадкаў яе прывядзення (спрашчэння):  

1) ,0≠R
r

 ,0≠OM
r

 0≠*M  (ці OMR
rr

⋅ 0≠ ) — сістэма сіл прыводзіцца 
да дынамічнай шрубы (рыс. 4.10, а); 

2) 0≠R
r

, 0≠OM
r

, 0=*M  (ці 0=⋅ OMR
rr

) — сістэма сіл прыводзіцца 
да раўнадзейнай; 

3) 0≠R
r

, 0=OM
r

, 0=*M  (ці 0=⋅ OMR
rr

) — сістэма сіл прыводзіцца 
да раўнадзейнай; 

4) 0=R
r

, 0≠OM
r

, 0=*M  (ці 0=⋅ OMR
rr

) — сістэма сіл эквівалентна 
пары сіл; 

5) 0=R
r

, 0=OM
r

, 0=*M  (ці 0=⋅ OMR
rr

) — сістэма сіл 
ураўнаважана (эквівалентна нулю). 

Заўважым, што ў другім і трэцім выпадках, калі сістэма сіл 
прыводзіцца да раўнадзейнай, справядліва тэарэма Варыньёна аб 
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моманце раўнадзейнай. Пры гэтым сама раўнадзейная пры 0=OM
r

 
праходзіць праз цэнтр прывядзення О, а пры 0≠OM

r
 яна аддалена ад 

гэтага цэнтра на адлегласць R/MOO O=1  (рыс. 4.10, б). 
Ва ўсіх пералічаных варыянтах спрашчэння сістэмы сіл поўная 

інфармацыя аб сілавых фактарах R
r

 і OM
r

 задаецца ў адным цэнтры 
прывядзення О. У вучэбных задачах можа задавацца частковая 
інфармацыя аб іх (толкі R

r
 ці OM

r
), але ў некалькіх цэнтрах 

прывядзення. Тады для апісання сістэмы сіл можна карыстацца 
наступнымі прыкметамі: 

а) галоўны момант AM
r

 перпендыкулярны да галоўнага вектара R, 
зададзенага ў іншым цэнтры прывядзення В, — сістэма сіл прыводзіцца 
да раўнадзейнай; 

б) галоўныя моманты адносна некалькіх цэнтраў паралельны, але  
не роўны паміж сабою — галоўны вектар перпендыкулярны да  
іх ( 0=⋅ MR

rr
) і сістэма сіл прыводзіцца да раўнадзейнай; 

в) для трох ці болей цэнтраў прывядзення, якія не ляжаць на адной 

прамой, зададзена ,M...MMM CBA

rrrr
====  — адпаведная сістэма сіл 

прыводзіцца да пары з момантам ;M
r

 
г) галоўныя моманты AM

r
 і BM

r
 не паралельны паміж сабою —

сістэма сіл прыводзіцца да дынамічнай шрубы. 
На рысунках 4.10, б, і 4.11, б, паказаны графічны спосаб пабудовы 

цэнтральнай шрубавай восі. Каб пабудаваць яе дакладна, неабходна 
выкарыстаць адпаведныя ўраўненні. Прыводзім скарочана іх вывад. 

На рысунку 4.10, а, відаць, што n
*

O MMM
rrr

+= , адкуль 

nO
* MMM

rrr
−=  альбо ( )RMMM OO

* rrrr

1
−= . Уводзім прамавугольную 

сістэму каардынат з пачаткам у цэнтры прывядзення О і знаходзім 
праекцыю апошняй вектарнай роўнасці на яе восі з улікам формул (4.5): 

 
( )yzOx

*
x zRyRMM −−= , ( )zxOy

*
y xRzRMM −−= ,  

 

( )zyOz
*
z yRxRMM −−= .               (4.6) 
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Паколькі вектары *M
r

 і R
r

 накіраваны па адной прамой, то іх 
праекцыі на каардынатныя восі прапарцыянальны:  

 
,//// **** RMRMRMRM zzyyxx ===  

 
альбо з улікам формул (4.6) 

 
( )[ ] ( )[ ] =−−=−− yzxOyxyzOx R/xRzRMR/zRyRM  

 

( )[ ] R/MR/yRxRM *
zzyOz =−−= .              (4.7) 

 
Мы атрымалі ўраўненні цэнральнай шрубавай восі ,11

′′OO  якія 
звязваюць бягучыя каардынаты x, y, z адвольнага цэнтра прывядзення О1 
на гэтай восі з параметрамі сістэмы сіл — праекцыямі галоўнага 
вектара і галоўнага моманта. 

 
 

4.5 Рашэнне задач  

 
Задача 4.1  
Сілы F1 і F2 прыкладзены да вуглоў А, В паралелепіпеда з рэбрамі а, 

b, с (рыс. 4.12).  
Прывесці сістэму сіл да цэнтраў О і С.  
Вызначыць моманты *

OM , *
CM , прааналізаваць вынік. 

 
Рашэнне 
Галоўная мэта разгляду гэтай простай задачы — пераканацца ў 

існаванні інварыянтаў сістэмы сіл і зразумець іх сутнасць. 
1. Прывядзенне сістэмы сіл да цэнтра О. Паколькі сістэма ўтворана 

толькі дзвюма сіламі, то прыменім наглядны спосаб яе спрашчэння. 
Пераносім сілы F1 і F2 паралельна ў цэнтр О (рыс. 4.13) і далучаем пары 

1OM  і .M 2O  Як відаць з рысунка, 
 

2
2

2
1 FFRO += , 22

2O1OO MMM += ,              (4.8) 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

Ре
по
зи
то
ри
й Б
ар
ГУ

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 107 

  
 

Рысунак 4.12 
 

Рысунак 4.13 
 
 

дзе ,aFM 1O 1=  ;cFM 2O 2=  пры гэтым вектар 1OM
r

перпендыкулярны да 
плоскасці Oxz , а 2OM

r
 перпендыкулярны да плоскасці .Oyz  

2. Прывядзенне сістэмы сіл да цэнтра С. Пераносім сілы 1F  і 2F   
у цэнтр С (рыс. 4.14, а), далучаем пары 1CM  і 2CM  (рыс. 4.14, б)  
і знаходзім CR  і CM  па формулах: 

 

,2
2

2
1 FFRC +=      ,2

2
2

1 CCC MMM +=                  (4.9) 
 

дзе 1CM = ,1bF  ,aFM 2C 2=  вектар 1CM
r

перпендыкулярны да плоскасці 
,Oyz  а вектар 2CM

r
 перпендыкулярны да плоскасці .Oxy  

З формул (4.8) і (4.9) відаць, што галоўныя вектары OR  і RC 
аднолькавыя па велічыні. Паколькі ўтвараючыя іх сілы пераносяцца 
паралельна, то і напрамкі вектараў супадаюць. Такім чынам, прыходзім 

 
 

 
Рысунак 4.14 

а) б) 
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да высновы, што RRR CO

rrr
==  незалежна ад размяшчэння цэнтраў 

прывядзення і колькасці сіл. З тых жа формул і рысункаў 4.13 і 4.14, б, 
відаць, што .CO MM

rr
≠  

3. Вызначэнне момантаў *
OM  і .*

CM  Знойдзем праекцыі галоўных 
момантаў OM  і CM  на галоўны вектар R, інакш — моманты *

OM  і .*
CM  

Для гэтага скарыстаемся прыведзенай у падраздзеле 4.3 формулай (4.4), 
паводле якой 

( ) ,/* RMRMRMRM OzzOyyOxxO ++=                     (4.10) 
 

( ) ./* RMRMRMRM CzzCyyCxxC ++=             (4.11) 
 

Тут, як відаць з рысункаў 4.13 і 4.14, ,Rx 0=  ,FRy 2−=  ;1FRz −=  
,22 cFMMOx ==  ,11 aFMMOy ==  ;0=OzM  ,11

bFMM CCx ==  ,0=CyM  
.22

aFMM CCz ==  

Па формулах (4.10) і (4.11) знаходзім моманты *
OM  і :*

CM  
 

( ) ( )[ ] ,//00 211122
* RFaFRFaFFcFMO −=⋅−+−+⋅=  

 

( ) ( )[ ] .//00 212121
* RFaFRaFFFbFMC −=−+⋅−+⋅=  

 
Як бачым, і галоўныя моманты дынамічных шруб не залежаць ад 

цэнтраў прывядзення — .**
CO MM =  Знакі «мінус» у апошніх выніках 

сведчаць аб тым, што сістэма сіл 1F  і 2F  прыводзіцца да левай 
дынамічнай шрубы. 

 
 
Задача 4.2 
Знайсці галоўны вектар R

r
 і галоўны момант OM

r
 зададзенай 

сістэмы сіл (рыс. 4.15) адносна цэнтра О і вызначыць, да якога 
прасцейшага віду прыводзіцца сістэма.  

Пабудаваць цэнтральную вось дынамы і паказаць яе кампаненты R
r

 і .*M
r

 
Дадзена: а = 30 см, b = 20 см, с = 40 см; Р1 = 25 Н, Р2 = 20 Н,  

Р3 = 25 Н, Р4 = 20 Н. 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

Ре
по
зи
то
ри
й Б
ар
ГУ

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 109 

 
 

Рысунак 4.15 
 

 
Рашэнне 
Паводле ўмовы задачы неабходна правесці поўнае даследаванне 

зададзенай сістэмы сіл. Для пабудовы цэнтральнай шрубавай восі 
паралелепіпед прадстаўляем на рысунках у пэўным маштабе. Знаходзім 
спачатку патрэбныя ў далейшым функцыі вугла :α  

 
,5547,02030/20/αsin 2222 =+=+= bab  

 

.8321,02030/30/αcos 2222 =+=+= baa  
 

1. Вызначаем галоўны вектар .R
r

 Яго праекцыі на восі каардынат роўны 
 

,08321,0258321,0250αcos0αcos 31∑ =⋅+⋅−=+++−== PPXR ix  
 

20αsin0αsin 4431 ==+−+= PPPPRy  Н, 
 

20000 2 =+++= PRz  Н. 
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Вызначаем модуль галоўнага вектара: 
 

2842822020200 22222 ,RRRR zyx ==++=++= Н. 
 

2. Вызначаем галоўны момант .OM  Для гэтага знаходзім галоўныя 
моманты адносна восей каардынат: 
 

∑ =−⋅++== cPcPbPMM xix 432 αsin0  
 

715440204055470252020 ,, =⋅−⋅⋅+⋅=  ,смН ⋅  
 

∑ +⋅−=+⋅+⋅−== 30200αcos0 32 cPaPMM yiy  
 

1232408321025 ,, =⋅⋅+  ,смН ⋅  
 

∑ =+⋅−+⋅== 0αcos0αsin 31 bPaPMM ziz  
 

0250208321025305547025 ,,, =⋅⋅−⋅⋅=  .смН ⋅  
 

Модуль галоўнага моманту роўны 
 

931278025012327154 222222 ,,,,MMMM zyxO =++=++=  .смН ⋅  
 

Будуем галоўны вектар R
r

 і галоўны момант OM
r

 па іх праекцыях 
на восі каардынат (рыс. 4.16). Значэннем Мz = 0,025 ігнаруем; лічым, 
што вектар OM

r
 знаходзіцца ў плоскасці Оху. Як відаць з рысунка 4.16, 

ён не перпендыкулярны да вектара R
r

. Таму зададзеная сістэма сіл 
можа быць прыведзена да дынамічнай шрубы (дынамы). 

3. Знаходзім галоўны момант дынамы .*M  Ён знаходзіцца, як 
праекцыя галоўнага моманту на галоўны вектар, па формуле 
 

( ) =++=⋅= R/MRMRMRR/RMM zzyyxxO
* rr

 
 

( ) 141642842802502012322071540 ,,/,,, =⋅+⋅+⋅=  .смН ⋅  
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Рысунак 4.16 
 

Рысунак 4.17 
 
 
4. Пабудуем цэнтральную вось дынамічнай шрубы. Запісваем яе 

ўраўненні: 
( )[ ] ( )[ ] =−−=−− yzxyxyzx R/xRzRMR/zRyRM  

 

( )[ ] .//-- * RMRyRxRM zxyz ==  
 

Выкарыстаем два з іх: ( )[ ] ,//-- * RMRzRyRM xyzx =  

( )[ ] .//-- * RMRxRzRM yzxy =  
Падстаўляем сюды лікі: ( )[ ] 2842814164020207154 ,/,zy, ⋅=⋅−⋅− , 

( )[ ] .284,28/14,164202001,232 ⋅=⋅−⋅− xz  
Канчаткова атрымліваем: 7357,zy =− , 8025,x −= . Як відаць з 

ураўненняў, вось дынамы знаходзіцца ў плоскасці S, паралельнай да 
каардынатнай плоскасці Оуz, на адлегласці 8025,x =  см ад яе. 
Гарызантальную плоскасць яна перасякае ў пункце М з каардынатамі 

8025,x −= см, 7357,y =  см, а бакавую Охz у пункце N з каардынатамі 
8025,x −= см, 7357,y −=  см. 
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Задача 4.3 
Галоўныя моманты некаторай сістэмы сіл адносна цэнтраў О, А і В 

аднолькавыя па велічыні (МО = МА = МВ), а галоўны вектар роўны R  
і паралельны да восі Oz; OA = a, OB = b (рыс. 4.18).  

Вызначыць вуглы, якія ўтвараюць галоўныя моманты МО, МА і МВ  
з плоскасцю Оху. 

 
Рашэнне 

Зададзеныя галоўныя моманты можна прадставіць у выглядзе 
разлажэнняў: ,*

nOOO MMM +=
rr

 ,*
nAAA MMM

rrr
+=  

nB
*
BB MMM

rrr
+=  (на 

рысунку 4.19 паказана толькі разлажэнне вектара ).OM
r

 Тут паводле 
ўмовы задачы .BAO MMM ==  Праекцыі гэтых момантаў *

OM , *
AM  і 

*
BM  на напрамак галоўнага вектара R уяўляюць сабою інварыянты 

сістэмы сіл, таму і .***
BAO MMM

rrr
==  Роўнасць галоўных момантаў і іх 

праекцый на напрамак галоўнага вектара R
r

 азначае, што вуглы, 
утвораныя галоўнымі вектарамі OM

r
, AM

r
 і BM

r
 як з нармальным да 

плоскасці Oxy  вектарам ,R  так і з самой плоскасцю, аднолькавыя. 
Абазначым апошнія праз α  (рыс. 4.19). З роўнасці вуглоў α  заключаем, 
што і праекцыі момантаў OM

r
, AM

r
 і BM

r
 на гарызантальную 

плоскасць роўны па модулю: .
nnn BAO MMM ==  Гэтыя моманты адносна 

цэнтраў прывядзення, узятых на восі дынамы, як вядома, роўны нулю  
 
 

 

  
 

Рысунак 4.18 
 

Рысунак 4.19 
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і ўзрастаюць прапарцыянальна адлегласці цэнтраў ад восі. Таму 
апошнюю роўнасць можна перапісаць у выглядзе 

 

,111 BORAOROOR ⋅=⋅=⋅  
 

дзе 1O  — пункт перасячэння восі дынамы з плоскасцю Oxy (рыс. 4.19). 
Як бачым, вось дынамы 11OO ′  аднолькава аддалена ад цэнтраў O, A і B: 

O1O = O1A = O1B. Гэтыя адрэзкі роўны радыусу акружнасці, 
праведзенай праз пункты О, А і В з цэнтрам у пункце О1. Калі зрабіць 
рысунак гэтай акружнасці, то можна заўважыць, што яе дыяметр 

.22 baAB +=  Тады 22 22
111 /ba/ABBOAOOO +==== , а момант 

222
1 /baROORMOп +=⋅= . На рысунку 4.19 відаць, што 

cos 0
22 2α M/baRM/M OOn +== .  

 
 
УВАГА! 
Цэнтр О1можна знайсці і як пункт перасячэння перпендыкуляраў да адрэзкаў ОА, 
ОВ, праведзеных з іх сярэдзін. 

 
 
Задача 4.4 
Галоўныя моманты сістэмы сіл адносна цэнтраў О, А і В (ОА = а, 

ОВ = b) накіраваны, як паказана на рысунку 4.20, і па велічыні роўныя:  
МО = М, МА = 4М, МВ = 5М.  

Даказаць, што сістэма сіл прыводзіцца да раўнадзейнай. 
Вызначыць яе модуль. 
 
Рашэнне  
1. Даказваем ад адваротнага. Патрэбна пераканацца, што вектары OM

r
, 

AM
r

 і BM
r

 перпендыкулярны да галоўнага вектара .R
r

 Паколькі яны 
паралельны паміж сабою, то ўтвараюць з напрамкам вектара R

r
 аднолькавы 

вугал .α  Дапусцім, што сістэма сіл прыводзіцца да дынамы. Тады праекцыі 
вектараў OM

r
, AM

r
 і BM

r
 на напрамак вектара R

r
 павінны быць роўны 

паміж сабою: 

OM cos AM=α cos BM=α cos *M=α , 
 

дзе М* — галоўны момант дынамы (скалярны інварыянт). 
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Рысунак 4.20 
 

Рысунак 4.21 
 

 

Апошняя роўнасць пры BAO MMM ≠≠  можа выконвацца пры 

ўмове, што ,0* =M  ,90o=α  г. зн., калі галоўныя моманты 
перпендыкулярны да вектара R. А ў гэтым выпадку, як вядома, сістэма 
сіл прыводзіцца да раўнадзейнай, роўнай галоўнаму вектару сістэмы .R

r
 

2. Вызначаем модуль раўнадзейнай. Будзем лічыць, што вектар R
r

 
знаходзіцца ў гарызантальнай плоскасці Оху. На рысунку 4.21 ён 
паказаны суцэльнай лініяй у адвольным палажэнні (від зверху). 
Літарамі h1, h2, h3 абазначаны плечы сілы R адносна цэнтраў О, А і В. Як 
відаць з рысунка 4.21, ,1 MMRh O ==  ,42 MMRh A ==  MMRh B 53 ==  
і ( ) =− a/hh 12 sin β , ( ) =− bhh 13 cos β.  Тут пяць залежнасцей (і столькі 
ж невядомых β,h,h,h,R 321 ), з якіх вызначаецца велічыня і палажэнне 
раўнадзейнай. Каб зменшыць колькасць невядомых, перанясем вектар 
R
r

 паралельна на адлегласць h1, як паказана на рысунку 4.21 пункцірам, 
і ўвядзем абазначэнні: h2 – h1 = hA, h3 – h1 = hB. Атрымаем залежнасці:  

 
=== a/h,MRh,MRh ABA 43 sin ,β hB / b = cos β.           (4.12) 

 
Дзве апошнія суадносіны ўзводзім у квадраты і складаем асобна іх 

левыя і правыя часткі: 
( ) ( ) .1// 22 =+ bhah BA              (4.13) 
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З дзвюх першых залежнасцей (4.12) выражаем R: 
 

Ah/MR 3=  і ,/4 BhMR =  
адсюль  

BA h/Mh/M 43 =  
альбо  

BA hh 34 =  і .3/4 AB hh =  
 
Падстаўляем Bh  у формулу (4.13) і выражаем :Ah   
 

.169/3 22 ababhA +=  
 
Цяпер з першай формулы (4.12) знаходзім велічыню R па формуле  
 

./169/3 22 abMabhMR A +==  
 
 

Задача 4.5 
 

 

Галоўныя моманты сістэмы сіл адносна 
цэнтраў О і А роўны МО і МА і накіраваны, як 
паказана на рысунку 4.22; ОА = h. 

Даказаць, што сістэма сіл не прыводзіцца 
да раўнадзейнай.  

Вызначыць таксама праекцыю галоўнага 
вектара сістэмы сіл на плоскасць .Oxz   

Рысунак 4.22 
 
Рашэнне 
1. Дакажам, што сістэма сіл не прыводзіца да раўнадзейнай. 

Сапраўды, паводле прыкмет, змешчаных у падраздзеле 4.4, сістэма сіл 
прыводзіцца да раўнадзейнай у тым выпадку, калі праекцыі галоўных 
момантаў на галоўны вектар ва ўсіх цэнтрах прывядзення роўны нулю 
(альбо 0=⋅ RM

rr
). Гэта ўмова тут не выконваецца, паколькі праекцыі 

непаралельных вектараў OM
r

 і AM
r

 на напрамак вектара R
r

 не могуць 
быць роўнымі паміж сабою. Прыходзім да высновы, што сістэма сіл 
прыводзіцца да дынамы. 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

Ре
по
зи
то
ри
й Б
ар
ГУ

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 116 

2. Вызначаем праекцыю галоўнага вектара на плоскасць .Oxz  У гэтым 
можа дапамагчы дасканалы рысунак. Для яго выканання карысна 
прыгадаць рысункі з падраздзела 4.3 і затым уяўна злучыць зададзеныя 
галоўныя моманты OM

v
 і AM

r
 з галоўным вектарам ,R

r
 праекцыю якога 

неабходна вызначыць. Захоўваючы абазначэнні падраздзела 4.3, 
атрымліваем формулы:  

 

Oп
*
OO MMM

rrr
+= , Aп

*
AA MMM

rrr
+= ,            (4.14) 

 
дзе **

A
*
O MMM

rrr
==  — другі інварыянт сістэмы сіл. 

Момант *M
r

 накіраваны па лініі дзеяння вектара .R
r

 Вызначым 
палажэнні плоскасцей, у якіх знаходзяцца вектары *

OM
r

 і *
AM

r
  

(а, значыць, і R
r

). Звернем увагу на наступныя відавочныя факты: 
1) усе тры вектары, што ўваходзяць у кожную з формул (4.14), 

змешчаны ў адной плоскасці; 
2) паколькі AпOп MM

vr
 і *

A
*
O MM

rr
, то плоскасці, утвораныя названымі 

тройкамі вектараў, паралельны паміж сабою; 
3) гэтыя плоскасці перпендыкулярны да адрэзка ОА, таму што 

змяшчаюць перпендыкулярныя да яго вектары — AOMO

rr
⊥ , AOM A

rr
⊥  — 

і пры гэтым вектар OM
r
не паралельны да вектара .AM

r
 

Апошняе сцвярджэнне дазваляе зрабіць выснову, што вектары *
OM

r
 

і *
AM

r
, а значыць, і R

r
, перпендыкулярны да восі Ох. Інакш, вектар R

r
 

паралельны да плоскасці Oxz  і модуль яго праекцыі на гэту плоскасць 
роўны модулю самога вектара. Цяпер паспрабуем уявіць, дзе 
заходзіцца вось дынамы — на адрэзку ОА ці за яго межамі. Зноў 
звернемся да формул (4.14). Нам ужо вядома, што ўсе вектары першай 
формулы знаходзяцца ў плоскасці Oxz , а другой — у плоскасці, 
паралельнай да Oxz . Пры гэтым вектары *

OM
r

 і *
AM

r
 разам з вектарам R

r
 

утвараюць адну плоскасць. Абазначым яе літарай P1,  моманты OпM
r

 і AпM
r

 
знаходзяцца ў плоскасці P2, што перпендыкулярна да P1. На падставе 
прыведзенай інфармацыі разлажэнне вектара OM

r
 можна ўявіць, як паказана 

на рысунку 4.23, а, (від з дадатнага напрамку восі Оу). Раскладваючы  
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па тых жа напрамках момант AM
r

, убачым (рыс. 4.23, в), 
што вектар AnM

r
 накіраваны процілегла вектару .ОпМ  

Калі цяпер на рысунку 4.24 злучыць канцы вектараў 
ОпМ  і АпМ , то атрымаем графік змянення нармальнага 

да R
r

 моманту nM
r

. Графік перасякае адрэзак ОА  
ў некаторым пункце О1. Праз яго і праходзіць вось 
дынамы. Такім чынам, мы знайшлі адказ на пастаўленае 
вышэй пытанне: вось дынамы праходзіць праз пункт О1 
ў межах адрэзка ОА. Аб’ядноўваем усю атрыманую 
інфармацыю і будуем аксанаметрычны рысунак 4.24, 
з дапамогай якога атрымліваем роўнасці 1OORMOп ⋅= , 

AORM Aп 1⋅= , AnOn MM + ( ) RhAOOOR =+= 11 , адкуль  
 

( ) h/MMR AnOn += .                 (4.15) 
 
У формуле (4.15) OOп MM = ,αsin 1  

AAп MM = .αsin 2  

 
Рысунак 4.23 

 
Заканчэнне рашэння чыста матэматычнае. Патрэбна знайсці  

ў апошніх формулах ,sinα1  .sinα2  На рысунку 4.24 відаць, што 
=O

*
O M/M 1cos α , =A

*
A M/M .cos 2α  Паколькі *

A
*
O MM =  і ,90αα1

o=+  

то OM AM=α1cos 2cos α  ці OM AM=α1cos cos ( ) AM=− 1α90o .αsin 1  
 
 

 
 

Рысунак 4.24 
 

P1 
P2 

а) 

б) 

в) 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

Ре
по
зи
то
ри
й Б
ар
ГУ

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 118 

Адсюль tg AO M/M=1α  і sin =1α ,/αtg1/tgα 22
1

2
1 AOO MMM +=+

( ) ./αtg11/cosαα90sinαsin 22
1

2
112 AA MMM

O
+=+==−= o  

Цяпер знаходзім AпOп MM ,  і іх суму па формулах: 
 

,/ 222
AOOOп MMMM +=  

 

,/ 222
АOAAп MMMM +=   

 

.22
AOAnOп MMMM +=+  

 
Па формуле (4.15) атрымліваем .h/MMR AO

22 +=  
 

 
 

Рысунак 4.25 

УВАГА!  
Заключную частку рашэння можна значна 
скараціць, калі рысункі 4.23, а і в сумясціць у адной 
плоскасці, напрыклад, .Oxz Тады атрымаем рысунак 
4.25, з якога знойдзем лічнік формулы (4.15): 

.MMMM AOAnOn
22 +=+  

 
 

5 ЗАДАЧЫ ДЛЯ САМАСТОЙНАГА РАШЭННЯ 
 
Задача 5.1 
На круглым гладкім цыліндры з гарызантальнай воссю радыусам R = 0,1 

м ляжаць два шарыкі А і В (рыс. 5.1), іх вага GA = 1 Н, GВ = 2 Н. Шарыкі 
злучаныя ніткай АВ даўжынёю l = 0,2 м. Вызначыць вуглы φ1 і φ2, якія 
ўтвораны радыусамі ОА і ОВ з вертыкальнай прамой ОС у становішчы 
раўнавагі, і ціскі N1 і N2 шарыкаў на цыліндр у пунктах А і В. Размерамі 
шарыкаў ігнараваць.  

 
Указанне 
Вызваляемся ад сувязей, якімі з’яўляюцца паверхня цыліндра і ніць. Замяняем іх 

рэакцыямі (рыс. 5.2). Для дзвюх сыходных сістэм сіл складаем чатыры ўмовы 
раўнавагі. Улічваем, што BA SS = , ,/φφ 21 Rl=+  

( ) 2cossinφφcos2sinφ2sin 222 −=− . 
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Рысунак 5.1 
 

Рысунак 5.2 
 
 
Адказ: ( )2cos2/2sintgφ2 += , ,54841 ′=φ o  ,0529φ2 ′= o  

092,0φcos 11 ==N Н, 43,1φcos2 22 ==N Н.  
 
 
Задача 5.2 

 

Два грузы, адзін з якіх мае масу m1 = 20 г, 
злучаны спружынай і надзеты на гладкія 
стрыжні А і В (рыс. 5.3). Вызначыць масу m2 
другога груза, калі ў становішчы раўнавагі 
спружына расцягнута сілай Р = 0,25 Н. 

 
Рысунак 5.3 

Адказ: m2 = 28 г. 
 
 
Задача 5.3 
Два грузы С і D аднолькавай вагі Р з дапамогай бязважкіх блокаў 

аднолькавага радыусам, вяровак і бруска АВ прыведзены ў стан 
раўнавагі, прычым брусок гарызантальны (рыс. 5.4). Вызначыць 
нацяжэнне ўчастка 1 вяроўкі, калі ўсе ўчасткі вертыкальны, а вось 
блока з нерухомым цэнтрам і пункт падвеса груза D ляжаць на адной 
вертыкалі. Рашыць задачу двума спосабамі. 

х1 

2 1 
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Рысунак 5.4 

Указанне 
Задача рашаецца вусна. Адзін са спосабаў грунтуецца на відавоч-

най роўнасці нацяжэння ўчасткаў вяроўкі 1 і 3, пры гэтым сістэма 
рассякаецца на дзве часткі сячэннем b-b. Пры выкарыстанні 
іншага спосабу можна разгледзець спачатку раўнавагу ўсёй 
сістэмы цалкам (размешчанай ніжэй сячэння а-а), а затым — 
раўнавагу верхняга блока (г. зн. участка паміж сячэннямі а-а і b-b). 

 

Адказ: Т1 = Р. 
 
 

Задача 5.4 
Захоўваючы ўмову задачы 5.3, вызначыць 

суадносіны нацяжэнняў чатырох участкаў вяровак, 
абазначаных на рысунку 5.4 лічбамі 1, 2, 3, 4. 

 

Адказ: .
2
11

2
114321 =ТТТТ  

 
 
Задача 5.5 
Цяжкі стрыжань даўжынёю l падвешаны на дзвюх аднолькавых 

ніцях даўжынёю L кожная, якія прапушчаны праз бязважкае гладкае 
кольца С і прывязаны да канцоў стрыжня А і В (рыс. 5.5). Адлегласць 
паміж пунктамі падвеса нітак роўна а, ОС + СА = L. Вызначыць 
адлегласць х = CA = CB ад кольца да канцоў стрыжня пры яго 
раўнавазе. Памеры кольца не ўлічваць. 

 
Указанне 
Паколькі кольца гладкае, то нацяжэнне ўчасткаў ніцей, размешчаных вышэй і ніжэй 

кольца, аднолькавыя. На гэтай падставе лёгка паказаць, што і вуглы, утвораныя, напрыклад, 
участкамі ОС і АС з вертыкаллю, роўныя паміж сабой. Далей выкарыстоўваюцца 
суадносіны ў падобных трохвугольніках. 

 
Адказ: ( )la/lLx += . 
 
 
Задача 5.6 
Пры якой мінімальнай колькасці аднолькавых труб ніжняга раду 

(рыс. 5.6) яны не раскоцяцца? 
Трэнне не ўлічваць, прыняць вугал 2 .α = o  
 
Адказ: nmin = 9. 
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Рысунак 5.5 
 

Рысунак 5.6 
 
 
Задача 5.7 

 

Бетонны блок масай m = 500 кг 
раўнамерна паднімаюць уверх па нахі-
ленай шурпатай плоскасці на бязважкіх 
катках дыяметрам d = 0,2 м (рыс. 5.7). 
Каэфіцыенты трэння качэння каткоў  
па нахіленай плоскасці і па паверхні 
блока роўны адпаведна δ1 = 0,01 см  
і δ2 = 0,005 см. Каэфіцыент трэння 
слізгання блока па плоскасці роўны f = 0,1.  

 
Рысунак 5.7 

Вызначыць неабходную сілу Р, прыкладзеную да блока паралельна 
плоскасці, для яго раўнамернага качэння і слізгання па плоскасці ( o30α = ). 

 
Адказ: пры ўкочванні ( )[ ] 453,2/cosαδδαsin 21 =++= dmgP  кН, пры 

ўцягванні ( ) 887,2αcosαsin =+= fmgP  кН. 
 
 
Задача 5.8 
Вага цел А1 і А2 роўна адпаведна Р1 і Р2, а каэфіцыенты трэння 

паміж імі, сцяной і падлогай — f1 і f2. Целы злучаны бязважкім 
стрыжнем з шарнірамі на канцах (рыс. 5.8). Вызначыць найменшы 
вугал α, пры якім сістэма знаходзіцца ў раўнавазе. 
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Рысунак 5.8 
 

Рысунак 5.9 
 
 
Указанне 
Накірунак сіл трэння трэба выбраць з улікам, што цела А1 імкнецца зрушыцца ўніз, 

а цела А2 направа. З умовы раўнавагі стрыжня вынікае, што S1 = S2 = S (рыс. 5.9). З раўнавагі 
ўсёй сістэмы і цела А1 атрымліваем: 021 =− FN , ,02121 =−−+ PPNF  

0cosαSN 11 =− , .0sinα111 =+− SPF  З гэтай сістэмы пры ,111 NfF =  

222 NfF = знаходзім tg вугла α па формуле ( ) ( )2122211 /tgα PPfPffP +−= . 
 
 
Задача 5.9 
Аднародны гладкі шар замацаваны на свабодным канцы тонкага 

аднароднага стрыжня ОС. Шар упіраецца ў брусок М, што ляжыць на 
шурпатай гарызантальнай паверхні (рыс. 5.10). Вызначыць каэфіцыент 
трэння f паміж бруском і плоскасцю пры ўмове, што раўнавага бруска 
парушаецца ў той момант, калі вугал паміж стрыжнем і вертыкаллю 
роўны α. Сілы цяжару шара, стрыжня і бруска роўны адпаведна Q, Р і Р1. 

 
Указанне 
Размеры цела М і шара не ўлічваць. Лічыць, што лінія дзеяння сілы трэння F паміж 

брусам і плоскасцю праходзіць праз пункт C. 
 
Адказ: ( ) 1αtg2 P//PQ + . 
 
 
Задача 5.10 
Які момант М трэба прыкласці да стрыжня ОА, каб cа становішча, 

паказанага на рысунку 5.11, зрушыць управа прызму ВСDЕ вышынёй h = 0,1 м  
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Рысунак 5.10 
 

Рысунак 5.11 
 
 

і вагою Р = 10 Н, калі каэфіцыент трэння слізгання паміж прызмай  
і апорнай гарызантальнай плоскасцю f = 0,1? Вагой стрыжня ОА  
і трэннем у кантактным пункце В ігнараваць. 

 
Адказ: ( ) 228,0αcosαsinαsin/ =−= ffhPM м.Н ⋅  
 
 
Задача 5.11 

 
 

Рысунак 5.12 
 
 

 

Вызначыць найменшы момант, які трэба 
прыкласці да звяна ОА, каб са становішча, 
паказанага на рысунку 5.12, пакаціць 
цыліндрычны каток вагою Р = 4 Н і радыусам 
r = 8,1 мм, калі каэфіцыент трэння паміж 
катком і гарызантальнай плоскасцю δ = 0,01 см, 

210== ABOA  см. Вагой звенняў ОА, АВ 
і трэннем у шарнірах ігнараваць. 

 
Адказ: 1min =M  Н∙см. 
 
 
3адача 5.12 
Ці здолее гарызантальная сіла P = 3mg, 

прыкладзеная да кліна А масай m, падняць 
клін В масай 2m (рыс. 5.13)? Каэфіцыент 
трэння слізгання на ўсіх паверхнях f = 0,4.  

 
Адказ: не здолее. 

 
Рысунак 5.13 
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Рысунак 5.14 
 

 
 

Рысунак 5.15 

Задача 5.13 
Каэфіцыенты трэння качэння і 

слізгання катка па гарызантальнай 
паверхні роўныя адпаведна δ і f (рыс. 
5.14). На якой вышыні h трэба 
прыкласці гарызантальную сілу P, каб 
каток вагою 10 Р:  

а) раўнамерна слізгаў па гары-
зантальнай паверхні без качэння; 

б) раўнамерна каціўся без слізгання. 
 

Адказ: а) h < 10δ пры f < 0,1 (пры f 
> 0,1 магчыма слізганне  
і качэнне адначасова); 

б) h > 10δ пры f > 0,1 (пры 
f < 0,1 магчыма качэнне  
і слізганне адначасова). 

 
 
3адача 5.14  
На вось катка масай m насаджаны штурхач, што ўпіраецца ў брусок 

В масай m (рыс. 5.15). Пры якіх значэннях сілы P, прыкладзенай да восі 
катка, каток і брусок будуць знаходзіцца ў раўнавазе? Каэфіцыенты 
трэння качэння катка і слізгання бруска роўныя адпаведна δ і f. 

 
Адказ: ( ) ( )r//r/f δ1δ2 +−−  < mg/P  < ( ) ( )r//r/f δ1δ2 −++ . 
 
 
Задача 5.15 
Выкарыстоўваючы ўмову задачы 2.7, вызначыць, які момант М 

неабходна прыкласці да стрыжня, каб інтэнсіўнасць сілы трэння на яго 

канцах склала палову яе гранічнага значэння, г. зн., каб .
2
1

грttt BA ==  

 
Адказ: 12/fPlM = . 
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Задача 5.16 
Выкарыстоўваючы ўмову задачы 2.7, вызначыць, які момант M 

неабходна прыкласці да стрыжня, каб інтэнсіўнасць сілы трэння 
размяркоўвалася паводле рысунка 2.15, б, дзе ,грttt BA ==  

.4/11 lBBAA ==  
 

Адказ: .
48
11 fPlM =  

 
 
Задача 5.17 

 
 

Рысунак 5.16 
 
 

 

Аднародны суцэльны дыск радыусам R 
ляжыць на шурпатай гарызантальнай 
плоскасці (рыс. 5.16). Які па модулю 
момант М здольны выклікаць вярчэнне дыска 
вакол восі Oz, перпендыкулярнай да плоскасці 
і праведзенай праз яго цэнтр О, калі ціск 
дыска на плоскасць размеркаваны раўнамерна, 
а каэфіцыент трэння слізгання роўны f? 

 
Указанне 
Тут, як і ў задачы 2.7, інтэнсіўнасць сілы трэння 

ў стане гранічнай раўнавагі дыска размяркоўваецца 
раўнамерна ўздоўж радыуса. Аднак пры вылічэнні 
моманту сіл трэння неабходна ўлічваць, што 
раўнадзейная сіла трэння dT, прыкладзеная да 
элементарнага сектара дыска (рыс. 5.17), аддалена 
на адлегласць 32 /R  ад яго цэнтра О. 

 
Адказ: M > 2fRP / 3. 

 
Рысунак 5.17 

 
 
Задача 5.18 
Замацаваны адным канцом у сцяну стрыжань АD злучаны  

з дапамогай слізгальнага шарніра С са стрыжнем СВ, нагружаным 
лінейна размеркаванай нагрузкай максімальнай інтэнсіўнасці q0 
(рыс. 5.18). Вызначыць апорныя рэакцыі. 
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Рысунак 5.18 
 

Рысунак 5.19 
 
 
Указанне 
Пры раздзяленні сістэмы на дзве часткі, рэакцыі ў слізгальным шарніры С 

прыкладваюцца да стрыжняў АС і СВ паралельна нармалі прамой АD. 
 
Адказ: ,5/tgα0lqX A −=  60 /lqYA = , ( )αcos6/ 22qlM A −= , 

6/tgα0lqX B = , .3/0lqYB =  
 
 
Задача 5.19 
Вызначыць рэакцыі жорсткіх замацаванняў А і В кансольных бэлек 

АА1 і ВВ1, да якіх падвешаны з дапамогай троса і блока груз М вагою Р 
(рыс. 5.19), калі ,11 lAA =  ,21 lBB =  ,1hAB =  .2hAD =  Размерамі блока 
ігнараваць. 

 
Указанне 
Неабходна спачатку знайсці сілы, прыкладзеныя ў пунктах А1 і В1. Яны роўныя 

нацяжэнню троса. Для вызначэння апошняга можна скарыстацца ўказаннямі да задачы 5.5. 
Ролю гладкага кольца тут выконвае блок з грузам М. Разважанні прыводзяць да 
высновы, што α,αα 21 ==  .11 BA TT =  

Адказ: 2/PYY BA == , 2/tgαPXX AB =−= , 2/PlM A −= , 
22 /PlM B −= , ( ) ( )1221 2/tgα hhll −−= . 
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Задача 5.20 

 

Да бязважкай рамбічнай шарнірнай канструкцыі 
падвешаны груз масай m. Шарніры, размешчаныя на 
адной гарызанталі, злучаны спружынамі (рыс. 5.20). 
Вызначыць сілу Р, з якой сціскаюцца спружыны, калі 

o60α2 =  і вядома, што пры зняцці грузу ромбы 
ператвараюцца ў квадраты. 

 
Адказ: tgαmgP = . 
 
 
3адача 5.21  

Рысунак 5.20 
 
 

 

Аднародная прамавугольная пліта вагою 
G = 180 Н утрымліваецца ў гарызантальным 
становішчы з дапамогай трох бязважкіх 
стрыжняў (рыс. 5.21). Вызначыць унутраныя 
сілы ў стрыжнях. 

 
Указанні: 
1. Знайдзіце ўсе сілы, не складаючы суму праекцый 

на вертыкальную вось. Выкарыстайце гэтую ўмову для 
праверкі выніку. 

2. Звярніце ўвагу, што велічыня сілы SA не залежыць 
ад пункта замацавання стрыжня АD на старане DЕ (пры 
ўмове, што стрыжань застаецца вертыкальным). 

 
Рысунак 5.21 

 
Адказ: 90=−= BA SS  Н, 180=CS  Н. 
 
 
3адача 5.22 
Аднародная пліта, якая складаецца з трох роўных прамавугольнікаў, 

падтрымліваецца ў гарызантальным становішчы трыма бязважкімі 
вяроўкамі, прымацаванымі ў п. А, В, С. Вызначыць нацяжэнне вяровак, 
калі вага пліты роўна 0,96 кН. 

 
Указанне  
Гэтую задачу рашаюць проста тыя, хто не паддаецца спакусе вызначыць цэнтр 

цяжару пліты, каб прыкласці ў ім сілу цяжару. Больш натуральна прадставіць вагу  
ў выглядзе трох аднолькавых складнікаў Р1, Р2 і Р3  (рыс. 5.22).  Умову  раўнавагі  
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Рысунак 5.22 
 

Рысунак 5.23 
 
 

0=∑
i

iY  мэтазгодна не выкарыстоўваць для атрымання выніку, а захаваць для яго 

праверкі. Ці можна было прадбачыць роўнасць нацяжэнняў ТА і ТС да рашэння задачы? 
Паспрабуйце даказаць яе шляхам разважанняў. 

 
Адказ: 40,TT CA ==  кН, 160,TB =  кН.  
 
 
Задача 5.23 
Стрыжань канцом А замацаваны ў сцяну. Участак АВС і 

прыкладзеная да яго пара сіл з момантам 24qrM =  размешчаны ў 
гарызантальнай плоскасці, участак СDЕ, што мае форму дугі акружнасці 
радыуса r і прыкладзеная да яго раўнамерна размеркаваная радыяльная 
нагрузка інтэнсіўнасці q паралельныя да плоскасці Ayz. Вугал АВС роўны 
90° (рыс. 5.23). Вызначыць рэакцыю замацавання, калі l = r. 

 
Указанне 
Лінія дзеяння раўнадзейнай нагрузкі q супадае з бісектрасай вугла ЕОD. Яе 

велічыню можна знайсці па формуле ( ) ( ) φ.φ4/πcos2
4/

0
dqrqR ∫ −=

πr
 Выканаўшы 

інтэграванне, атрымаем: ( ) 2qrqR =
r

. 
 
Адказ: ,0=AX  ,qrYA =  ,qrZA −=  ,2 2qrMx −=  ,2qrM y =  .3 2qrM z −=  

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

Ре
по
зи
то
ри
й Б
ар
ГУ

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 129 

Задача 5.24 

 

Квадратная аднародная паліца вагою  
Q = 80 Н, прымацаваная да сцяны з дапамогай 
шаравога шарніра А і цыліндрычнага шарніра 
В, утрымліваецца ў гарызантальным стано-
вішчы аднародным стрыжнем СЕ вагою  
Р = 20 Н, які злучаны з паліцай і сцяной 
сферычнымі шарнірамі С і Е (рыс. 5.24). 
Вызначыць рэакцыі шарніраў А, В і Е, калі  
α = 60°. 
 

Рысунак 5.24 

Адказ: 828,XX AB =−=  Н, 828,YA −=  Н, 40=AZ  Н, ,0== BE ZX  
828,YE =  Н, 60=EZ  Н. 
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ЗАКЛЮЧЭННЕ 
 

Скончыўшы нялёгкую працу з метадычным дапаможнікам, карысна яшчэ раз 
вярнуцца да задач, якія выклікалі найбольшыя цяжкасці. Студэнт, які цярпліва здолеў 
прааналізаваць рашэнні ўсіх змешчаных задач, не толькі істотна павысіў свой 
інтэлектуальны ўзровень, але і набыў яшчэ адну вельмі карысную ў навучанні і 
інжынернай творчасці рысу — настойлівасць у дасягненні мэты. Не да канца 
асэнсаваныя палажэнні варта разгледзець разам з выкладчыкам.  

Заўважым, што ўсе задачы статыкі можна рашаць часам больш рацыянальна, 
прынцыпова адменным метадам, заснаваным на агульным ураўненні статыкі. Яно 
вывучаецца напрыканцы курса тэарэтычнай механікі. Каб яшчэ больш свабодна 
арыентавацца ў задачах статыкі, рашаць іх хутка, «у галаве», карысна азнаёміцца  
з дапаможнікамі [8; 9]. 
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ЛИ 02330/0552803 ад 09.02.2010 
 

Выдавец і паліграфічнае выкананне: 
установа адукацыі 

«Баранавіцкі дзяржаўны ўніверсітэт», 
225404, г. Баранавічы, вул. Войкава, 21. 
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