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О СВЕРХСХОДИМОСТИ РЯДОВ ПО МНОГОЧЛЕНАМ ФАБЕРА  
ДЛЯ ЗАМКНУТЫХ ЖОРДАНОВЫХ ОБЛАСТЕЙ С ГРАНИЦЕЙ С. Я. АЛЬПЕРА  

И С ГРАНИЦЕЙ ОГРАНИЧЕННОГО ВРАЩЕНИЯ 
 
 

1. Понятие сверхсходимости рядов Тейлора. Для степенного ряда  
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в случае вещественного параметра α   обычный предел 
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. Поэтому множество всех точек его расходимости при любом значении веществен-

ного параметра α   всегда содержит внешность 1z  единичной окружности 1z . 1) В случае 

вещественного параметра 0 α   множество всех точек сходимости степенного ряда (1) равно единич-

ному кругу 1z , так как во всех точках единичной окружности 1z  не выполняется необходимое усло-

вие сходимости числового ряда: модуль общего члена   mzm m  не стремится к нулю при m . 

2) В случае вещественного параметра α 1   множество всех точек сходимости степенного ряда (1) 

равно замкнутому единичному кругу 1z , так как во всех точках единичной окружности 1z  ряд 

абсолютно сходится в силу интегрального критерия сходимости вещественных рядов. 3) В случае 
вещественного параметра 1 α 0    множество всех точек сходимости степенного ряда (1) равно 

замкнутому единичному кругу 1z  без одной точки 1z , так как он расходится в точке 1z  и схо-

дится в остальных точках единичной окружности 1z  согласно признаку Абеля—Дирихле. 

Термин «сверхсходимость ряда Тейлора» употребляют, когда существует некоторая подпоследова-
тельность частичных сумм ряда, которая сходится и в точках вне множество всех точек его сходимости. 

По формуле бинома Ньютона для любого натурального  ...,3,2,1:1  Zp  степень   4
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ского многочлена наименьший и наибольший показатели степени аргумента z  соответственно равны p4  

и p42  , а наибольший коэффициент при степени аргумента z  равен единственному наибольшему биноми-

альному коэффициенту 
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Если функциональный ряд из алгебраических многочленов 
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записать в порядке возрастания показателей степеней аргумента z , то получим лакунарный степенной ряд 
(  степенной ряд с пропусками) 
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в котором коэффициенты ma  с номерами 144142  pp m  равны нулю, модули всех коэффициен-

тов 1ma  и для счётного множества номеров 122  pm  коэффициенты ma  равны единице. Тогда верх-

ний предел limsup 1m
m ma   и по теореме Коши—Адамара степенной ряд (3) сходится внутри еди-

ничной окружности 1z  и расходится вне неё. Как известно, степенной ряд с ненулевым радиусом 

сходимости является рядом Тейлора своей суммы f , т. е.  ...,2,1,0: Zm  )(:
!

)0()(

fa
m
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Операторы присваивания « : » и « : » означают, что выражению, которое стоит со стороны знака равен-
ства «  », присвоено обозначение, которое стоит со стороны знака двоеточия « : ». 

При подстановке wz  1:  в (2) получаем ряд 
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который в силу сказанного в предыдущем абзаце сходится внутри единичной окружности 1w . 

Частичная сумма 
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Стало быть, подпоследовательность   

 142
)(

p
zfs p  частичных сумм ряда Тейлора (3) сходится в объе-

динении кругов 1z  и 11  z , т. е. сходится в области, лежащей частично вне единичной окружности 

1z , являющейся границей круга сходимости ряда Тейлора (3). 

Как указывалось выше, ряд Тейлора, который обладает подпоследовательностью частичных сумм, 
сходящейся и вне множество всех точек его сходимости, называют сверхсходящимся (  гиперсходя-
щимся [1, с. 344]); английский термин “overconvergence”, немецкие термины ‚‚die Überkonvergenz, das 
Überkonvergenzverhalten“. Сразу же укажем, что Дж. Л. Уолш термин “overconvergence” употребляет  
в ином смысле [2, с. 103]. 

Сверхсходимость рядов Тейлора обнаружили на примерах Портер [3] и Иенч [4]. Основоположни-
ком теории сверхсходимости рядов Тейлора обоснованно считается этнический украинец А. Островский, 
который установил глубокую связь между явлением сверхсходимости рядов Тейлора и наличием нулевых 
коэффициентов у ряда Тейлора. 

Пусть ряд Тейлора функции f  с верхним пределом limsup ( ) 1m
m ma f   имеет счётное множе-

ство нулевых коэффициентов Тейлора. И пусть pN  и pN   суть индексы членов, соответственно пред-

шествующих отрезку ряда Тейлора с нулевыми коэффициентами Тейлора и следующих непосредственно 

за им: 
1 2 2 1

... ( ) 0 0 ... 0 0 ( ) ...p p p p p p

p p

N N N N N N
N Na f z z z z z a f z  



               . 

Разность pp NN   назовём шириной пропуска, а частное   ppp NNN /  назовём относительной 

шириной пропуска. 
Теорема А. Островского [5, с. 557; 1, с. 345, теорема 1; 6, с. 138; 7, с. 12, теорема 1; 8, с. 78, тео-

рема 2.1; 9, с. 1516, 4]. Если ряд Тейлора функции f  с верхним пределом limsup ( ) 1m
m ma f   имеет 

счётное множество пропусков с относительной шириной пропусков, большей некоторого положи-
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тельного вещественного числа, то подпоследовательность   

1
)(

pN zfs
p

 частичных сумм ряда Тейлора 

функции f , заканчивающихся перед началом этих пропусков, сходится равномерно в достаточно малой ок-

рестности любой точки единичной окружности 1z , в которой функция f  аналитическая. 

Для лакунарного ряда (3) относительная ширина пропусков   142/4244  ppp . 

Обобщению рядов Б. Тейлора посвящена проблема К. Рунге [10] — Д. Гильберта [11] — П. Пенлеве [12]: 
с областью комплексной плоскости связать такую систему алгебраических многочленов, чтобы каждая функ-
ция, аналитическая в области и удовлетворяющая, быть может, некоторым дополнительным условиям на гра-
нице области, разлагалась в ряд по этой системе многочленов, который равномерно сходится внутри области. 

В процессе решения вышеназванной проблемы последовательно появились: система многочленов 
Г. Фабера [13]; система Г. Сегё функций, ортонормированных по спрямляемому контуру G  жордановой 

области  [14]; система С. Бохнера — Т. Карлемана функций, ортонормированных по площади от-
крытого ограниченного множества  [15; 16]. 

2. Ряды по многочленам Фабера. Пусть R  есть спрямляемая жорданова кривая (rectifiable Jordan 

curve). Ниже соглашение  не распространяется на символы  и ; последние имеют у нас раз-
ный смысл. Вещественная прямая  пополняется двумя несобственными элементами:  (отрицатель-
ная бесконечность) и  (положительная бесконечность). Комплексная плоскость  пополняется един-
ственным несобственным элементом  (бесконечно удалённая точка). 

Если функция  zw ,Ext R  конформно и однолистно отображает неограниченную внеш-

ность RExt   спрямляемой жордановой кривой R  в комплексной z -плоскости на неограниченную 

внешность 1w  единичной окружности 1w   в комплексной w -плоскости с условием нормировки 

 R0 lim Ext , /z z z      , то    R RExt , : lim Ext ,z z        и ряд Лорана функции 

 RExt ,w z   в окрестности бесконечно удалённой точки z  имеет вид  RExt ,w z  

1 2
0 2

α α
α ...

z

d z z
      , где положительное вещественное число d  равно трансфинитному диаметру ком-

пакта RR Int   . Для замкнутого единичного круга 1z  трансфинитный диаметр 1d . 

По определению многочлен Фабера степени точно n  есть многочленная часть лорановского раз-

ложения функции  RExt ,
n

z     в окрестности бесконечно удалённой точки z : 
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Очевидно, что многочлен Фабера 0 -ой степени тождественно равен единице: Cz  

  1,Int RR0  zF  . Из теории ортогональных рядов известно, что без тождественной единицы невоз-

можно было бы равномерно приблизить функции, которые отличны от нуля при 0z  [17, с. 110]. 
Пусть  RR Int  A  есть множество всех непрерывных на замкнутой жордановой области 

RR Int    и аналитических в жордановой области RInt   функций с равномерной нормой  R RInt
( ) :f z

 


A 

R R RInt: max ( ) max ( )z zf z f z    . Ясно, что последнее равенство записано на основании принципа мак-

симума модуля аналитической функции [2, с. 15]. 

Если функцию, обратную к функции  zw ,Ext R , обозначить через  wz ,Ext R  ( 1:  , 
1:  ,    ,Ext R ), то согласно теореме братьев Ф. и М. Рисс [1, с. 405, теорема 1, 1)] функция 

 wz ,Ext R  абсолютно непрерывная на единичной окружности 1w . 

Поэтому функции  RR Int  Af  сопоставляется следующий ряд по многочленам Фабера для 

замкнутой жордановой области RR Int    со спрямляемой границей R : 
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Ряды Тейлора являются частным случаем рядов (6) для замкнутого единичного круга 1z  [6, с. 55, 

пример 1; 18, с. 350, пример 1]. 

Ряд по многочленам Фабера  R R0
Int ,m mm

a F z



   , который обладает подпоследовательно-

стью   R R0 1
Int ,pN

m mm p
a F z



 
    частичных сумм, сходящейся и вне множества всех точек его сходи-

мости, называется сверхсходящимся. 
3. Ряды по многочленам Фабера для замкнутых жордановых областей с аналитической гра-

ницей. Спрямляемая жорданова кривая A  называется аналитической (analytical Jordan curve), если у её 

натуральной параметризации )()()( syisxsz  , во-первых, координатные функции )(sx  и )(sy  анали-

тические на отрезке A0  s , где A  есть длина A , и, во-вторых, всюду на отрезке A0  s  вы-

полняется тождество    2 2
( ) ( ) 1x s y s   . Простейшими примерами аналитических жордановых кривых 

являются окружность и её обобщение  эллипс. 
Теорема П. Хойзера [19, с. 779—781]. Пусть A  есть аналитическая жорданова кривая. И пусть 

функция f , во-первых, аналитическая в жордановой области AInt  , и, во-вторых, имеет особую точку 

на её границе A . Тогда сверхсходимость разложения функции f  по многочленам Фабера для замкнутой 

жордановой области АА Int   
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в точке 0z , не принадлежащей множеству всех точек сходимости ряда (7), влечёт сверхсходимость ряда 
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в точке  0А0 ,Ext: zw  , и наоборот. 

В силу теоремы Г. Фабера [13, с. 53, § 2; 6, с. 75, теорема 1; 9, с. 3132, (1), (2)] множество всех 
точек сходимости ряда (7) содержит жорданову область AInt  . 

Другую редакцию теоремы П. Хойзера дала Э. З. Шувалова [20, с. 84, лемма 3]. 
Теорему А. Островского с рядов Тейлора на ряды по многочленам Фабера для замкнутых жордановых 

областей с аналитической (analytical) границей распространил С. Я. Альпер [21; 9, с. 35, теорема 8]. 

4. Криволинейный двуугольник П. К. Суетина. Функция 2( \[ 1, 1], ): 1z С w w w     , где вы-

брана та ветвь двузначной функции корень квадратный, для которой 11 , является обратной к функции 

Н. Е. Жуковского   1 1
\[ 1, 1], :

2
w С z z

z
     
 

;  )],1,1[\(С . Она проходимую против хода часо-

вой стрелки (counterclockwise) единичную окружность tiew ,  t , в комплексной w -плоскости пере-

водит в проходимую также против хода часовой стрелки кривую   teez titi :1: 2
Apple , ко-

торая напоминает контур осевого сечения яблока и которая имеет в z -плоскости в качестве осей 
симметрии как вещественную ось zRe , так и мнимую ось zi Im , и, следовательно, начало системы 

координат 0z  в качестве центра симметрии. Напомним, что плоскость в вещественном анализе служит 

для наглядного представления 2R  и что в комплексном анализе для наглядного представлении множества 
комплексных чисел помимо C  служит сфера S  (две сферические проекции SC  ). 

Значению параметра 0t  соответствует точка 11020   ii eez  на вещественной оси zRe ,  

а для значения параметра 2/t  по формуле Эйлера Cz  zize zi sincos   получаем точку 

 
π π

2
2 2 π π

1 cos sin cosπ sin π 1 1 2
2 2

i i
z e e i i i

 
           на мнимой оси zi Im . В случае значения 

параметра 4/t  имеем точку 
π π

2
4 4 π π π π 2 2

1 cos sin cos sin 1 1
4 4 2 2 2 2

i i
z e e i i i i

 
             . Для 
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корня квадратного по выбору ветви с 11  получаем: 
3π 3π

1 2 cos sin
4 4

i i      
 

 

4 3π 3π
2 cos sin .

8 8
i   

   

Согласно известным формулам тригонометрии 
3π 1 3π 1 2

cos 1 cos 1
8 2 4 2 2

        
   

2 2
,

2




3π 1 3π 1 2 2 2
sin 1 cos 1

8 2 4 2 2 2

            
     

. Подводим итог предыдущему: значению па-

раметра π /4t  соответствует точка 
4 42 12 8 2 2 12 8 2

1,2 1,8
2 2

z i i
   

     на комплексной 

 ziz ImRe  -плоскости. 

В точках z = 1 и z = –1 невыпуклая яблокоподобная область AppleInt   имеет внешние углы раствора π/2. 

Так как по определению (5) многочлен Фабера  zFn ,Int AppleApple    степени точно n  для замк-

нутой яблокоподобной области AppleApple Int   есть многочленная часть лорановского разложения n -той 

степени функции Н. Е. Жуковского  
n

n

z
zzС 














 

1

2

1
:],1,1[\  в окрестности бесконечно удалённой точ-

ки z , то в силу формулы бинома Ньютона получаем [22, с. 118]:  Zk  
 

   0 2 1 2 2 2 2 4 2 4 1 2
2 Apple Apple 2 2 2 2 2 22

1
Int , ...

2
k k k k k k

k k k k k k kk
F z C z C z C z C z C z C            , 

   0 2 1 1 2 1 2 2 3 2 5 1 3
2 1 Apple Apple 2 1 2 1 2 1 2 1 2 12 1

1
Int , ... ,

2
k k k k k

k k k k k kk
F z C z C z C z C z C z    

               

 

где биномиальные коэффициенты  Zn     Znm ,0  
!)(!

!
:

mnm

n
C m

n 
 . 

5. Контрпримеры в теории рядов по многочленам Фабера. Как известно [19, с. 781], теоремы 
теории рядов Тейлора легко распространяются на ряды по многочленам Фабера для замкнутых жор-
дановых областей с аналитической (analytical) границей. 

П. К. Суетин без обращения к функции Н. Е. Жуковского и, следовательно, без параметрического 
задания кривой Apple , опираясь лишь на производящую функцию [6, с. 54, (14); 23, с. 54, (6.9)] для 

многочленов Фабера и на биномиальный ряд, распространяющий формулу бинома Ньютона на ненату-
ральные показатели степени, вычислил значения многочленов Фабера для криволинейного двуугольника 

AppleApple Int   в начале системы координат 0z  [6; с. 111, (16)]: 

 

 Zk    00,Int AppleApple12  kF , 
 

1Zk    
!)!2(

!)!12(

2
0,Int

2
2

AppleApple2 k

kC
F

k

k
k

k


  .                                            (8) 

 
Опираясь на вычисленные значения, П. К. Суетин показал [6, с. 111], что ряд по многочленам Фа-

бера для его криволинейного двуугольника AppleApple Int 
  

 

     




 



2

AppleAppleApple
)2,1( ,Int

ln

1
~)(Int

n
n

n
p zF

nn
zf E  

 
расходится в начале системы координат 0z : 
 

     2
Apple Apple 2

2 1 1

1 1 (2 1)!! 1 1 1
Int , 0 .

(2 )!! πln 2 ln(2 ) 2 ln(2 )

n k

n
n k k

k
F O

k kn n k k k k k

  

  

             
     
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Также П. К. Суетин вычислил значения многочленов Фабера для его криволинейного двуугольника 

AppleApple Int   в угловой точке 1z  [6, с. 141]:  Zk   
2

1
1,Int AppleApple12  kF , 1Zk   

 2 Apple Apple
1 (2 1)!!

Int ,1 1
2 (2 )!!k

k
F

k

 
    

 
 , и показал, что ряд по многочленам Фабера  

2
1

n
nn

b



 

 Apple AppleInt , ,nF z   в котором 1Zk   вещественные числа 
k

b k
1

:2  , 2 1
1 1 1

:
2 1

kb
k k


 

     
(2 1)!!

1
(2 )!!

k

k

 
  
 

 

сходится в угловой точке 1z  и расходится в начале системы координат 0z . 

Иными словами, П. К. Суетин на построенном им контрпримере показал [6, с. 140—141], что аналог 
первой теоремы Абеля для рядов по многочленам Фабера  zFn ,Int AppleApple    может не иметь места. 

Рассмотрим ряд по многочленам Фабера 
 

 




0 AppleApple ,Int
n nn zFa                                                               (9) 

 
и степенной ряд 



0n

n
n wa ,                                                                          (10) 

 
в которых вещественные коэффициенты 

 Zk  2
2 : ka k  , 1Zk   2

12

12 2

3

3

1
: ka

k

k 









 .                                              (11) 

 

Поскольку обычные пределы 1limlim /12
2  

k
k

k
kk ka ,  

 

   
 

 
 1/ 2 1 1/ 2 12 1 2 22 1

2 1lim lim 1/3 3/ 2 lim 3/ 2 1,
k kkk

k
k k k

a k k
 


  

       

 
то согласно теореме Коши-Адамара степенной ряд (10) сходится внутри единичной окружности 1w  и расхо-

дится вне неё. Вычисляем частичные суммы чётного порядка степенного ряда (10) в точке 2/3w :  ZN  

 
2 1

2 2 1 2 1 2 1(11)
2 2

2 2
0 1 1

1 1
3 3 1 3 3 1 2 12 2: 1 .
2 2 3 2 2 2 3 41

1
2

N

k k k k NN N N

N
k k k

s k k



  

  

                                     
                   

 

    

 

Из предыдущего делаем вывод, что подпоследовательность 










0

2

0 N

N

n

n
n wa  частичных сумм степен-

ного ряда (10) с чётными номерами сходится как в единичном круге 1w , так и в точке 2/3w , т. е. 

сверхсходится. 
Символ n!! обозначает произведение всех натуральных чисел n  и имеющих с n  одинаковую чёт-

ность. Поэтому очевидно, что 
 

1Zk   
kk

k

k

k

kk

k

2

1
1

2

3

4

5
...

42

32

22

12

2

1

!)!2(

!)!12(












.                                           (12) 

 
Так как из (8) и (12) имеем 

 

1Zk    
k

F k 2

1
0,Int AppleApple2   ,                                                        (13) 
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то ряд (9) по многочленам Фабера для замкнутой яблокоподобной области AppleApple Int   расходится  

в начале системы координат 0z :  
2 (13)

2
Apple Apple

0 1

1
Int , 0

2

N N

n n
N

n k

a F k
k 

 

       . 

Таким образом, ряды  




0 RR ,Int
n nn zFa   по многочленам Фабера для замкнутых жордановых 

областей с неаналитической (non-analytical) границей и соответствующие им степенные ряды 

0n

n
n wa  

могут вести себя по разному как в отношении сходимости, так и в отношении сверхсходимости. 
6. Ряды по многочленам Фабера для замкнутых жордановых областей со спрямляемой глад-

кой границей С. Я. Альпера. Когда R  есть спрямляемая жорданова кривая, то для почти всех значений 

натурального параметра R0  s  существует направленная в сторону возрастания s  касательная (  

существует положительная касательная) к R  в точке )(sz . Обозначим через )(s  угол между этой каса-

тельной и вещественной осью zRe  и отсчитываемый от положительного направления zRe . Если функция 

)(s  непрерывная на отрезке R0  s , то говорят, что R  есть гладкая жорданова кривая (smooth 

Jordan curve).  

Для любого вещественного  Rδ 0,    через  

 

   1 2 1 R 2 R 1 2ω θ( ),δ : sup θ( ) θ( ) : 0, 0, δs s s s s s s                 

 

обозначим модуль непрерывности функции )(s  угла наклона касательной и для любого вещественного 

 Rδ 0, Diameter   через 
 

   1 2 1 R R 2 R R 1 2ω ( ), δ : sup ( ) ( ) : Int Int δf z f z f z z z z z                             (14) 

 

обозначим телесный модуль непрерывности функции  RR Int  Af . 

Теорема 1. Пусть perAl'  есть спрямляемая гладкая жорданова кривая, которая удовлетворяет 

условию С. Я. Альпера 

  Al'permin 1,

0

ω θ( ),δ 1
ln δ

δ δ

s
d



 .                                                         (15) 

И пусть функция  perAl'perAl' Int Af  имеет особую точку на perAl'  и удовлетворяет равномерному 

условию Дини 

 Al'perDiameter

0

ω ( ), δ
δ

δ

f z
d



 .                                                           (16) 

 
Тогда, во-первых, ряд по многочленам Фабера 

 

   
π

σ σ
Al'per Al'per Al'per

0 π

1
Ext , σ Int ,

2π
i i n

n
n

f e e d F z




 

           
                                    (17) 

 
сходится равномерно на замкнутой жордановой области perAl'perAl' Int   к функции )(zf  и, во-вторых, 

сверхсходимость ряда (17) в точке 0z , не принадлежащей множеству perAl'perAl' Int   всех точек 

сходимости ряда (17), влечёт сверхсходимость степенного ряда 
 

 
π

σ σ
Al'per

0 π

1
Ext , σ

2π
i i n n

n

f e e d w




 

         
                                                      (18) 

 

в точке  0perAl'0 ,Ext: zw  , и наоборот. 

Ниже в следующем п. 7 вместо  σAl'perExt , if e     будем писать  σif e   . 
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Условию С. Я. Альпера (15) удовлетворяют окружность и её обобщение  эллипс; аналитические 
жордановы кривые A ; спрямляемые гладкие жордановы кривые А. М. Ляпунова Liapunov , т. е. кривые, 

для которых существует вещественное число 0 α 1  , такое, что    ω θ( ),δ δs O  , δ 0 0  . 

Если perAl'  есть гладкая жорданова кривая, которая удовлетворяет условию (15), то по теореме 

С. Я. Альпера [6, с. 179, теорема 2] производная  xie  непрерывная и отличная от нуля на вещественной 

прямой , т. е.  10 A   20 A  Rx    21 AeA xi   . Отсюда следует [24, с. 312, 

следствие 2] выполнение прямой теоремы типа Д. Джексона на замкнутой жордановой области 

perAl'perAl' Int   . Так как  z,Ext perAl'  есть функция, обратная к функции  , то производная 

       
1

Al'per
Al'per

1
Ext ,

Ext ,
z z

z
 

    
    

. Очевидно, что производная  z,Ext perAl'  непрерыв-

ная и отличная от нуля на кривой perAl' , т. е. perAl'z   2 Al'per 10 1/ Ext , 1/A z A     . Отсюда вы-

текает [24, с. 310, следствие 1] выполнение обратной теоремы типа С. Н. Бернштейна на замкнутой 
жордановой области perAl'perAl' Int  . 

Таким образом, в свете современных знаний определение (14) для любого вещественного 

 Rδ 0, Diameter   телесного модуля непрерывности функции  R RIntf   Α   является естественным 

для тех замкнутых жордановых областей RR Int   , границами которых являются окружность и её 

обобщение  эллипс, аналитические жордановы кривые A , спрямляемые гладкие жордановы кривые 

А. М. Ляпунова Liapunov , спрямляемые гладкие жордановы кривые С. Я. Альпера perAl' . 

В п. 8 будут рассматриваться замкнутые жордановы области RR Int   , которые могут не яв-

ляются областями perAl'perAl' Int  . 

7. Доказательство теоремы 1. Шаг 0. Когда для спрямляемой жордановой кривой R  функция 

)(s  кусочно-непрерывная на отрезке R0  s , то говорят, что R  есть кусочно-гладкая жорданова 

кривая (piecewise-smooth Jordan curve). Напомним, что функция называется кусочно-непрерывной на от-
резке, если, во-первых, этот отрезок конечным числом точек разбивается на под-интервалы, во-вторых, 
функция непрерывная на всех этих под-интервалах, в-третьих, функция имеет конечные односторонние 
пределы во всех концевых точках данных под-интервалов. 

Если ввести две односторонние касательные, направленные в сторону возрастания натурального па-
раметра s , то алгебраическая сумма π θ( 0) θ( 0)s s     равна величине (  раствору) внешнего угла  

в радианах в точке )(sz . 1) В точке )(sz  заострения кривой R , направленного внутрь в RInt  , величина 

внешнего угла равна 0 . 2) В точке )(sz  существования касательной к кривой R  величина внешнего угла рав-

на  . 3) В точке )(sz  заострения кривой R , направленного наружу в RExt  , величина внешнего угла равна 2 .  

Для функции  RR Int  Af  и любого вещественного  Rδ 0,    через  

 

       1 2 1 R 2 R 1 2ω ,δ : sup : 0, 0, δf z s f z s f z s s s s s                             

 

обозначим модуль непрерывности сложной функции   szf . 

Если для функции  RR Int  Af  существует вещественное число 0 α 1  , такое, что 

    ω ,δ δf z s O    , 00 , то интеграл типа Коши Rz  

R

1 ( )

2

f
d

i z





    задаёт две функции: 

функцию  RInt Af  и функцию  RExt Af ,   0f , которые непрерывно продолжимы на 

R  и [25, с. 461, (5), (6)] 
 

   
R R

R R

Int ( )

1 ( ) ( 0) ( 0) 1 ( )
: lim P.V.

2 2 2 ( )z z s

f s s f
f z s d f z s d

i z i z s


   
 

        
                   ,         (19) 

 

   
R R

R R

Ext ( )

1 ( ) ( 0) ( 0) 1 ( )
: lim P.V.

2 2 2 ( )z z s

f s s f
f z s d f z s d

i z i z s


   
 

        
                   ,        (20) 
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где две буквы “ ” означают, что несобственные интегралы справа понимаются в смысле главного зна-
чения (principal value). 

Функции  zf   и  zf  , вообще говоря, не являются аналитическим продолжением друг друга. На-

пример, для интеграла типа Коши, где 1z , 
1 1 1

2 1 1
1 1 1( 2) 2

2 2 2
d d d

i z i z i z
     


         

             , как 

видно из интегральной формулы Коши,  
2

1




z
zf , а  

z
zf

1
 . 

Н. И. Мусхелишвили формулы (19) и (20) распространяют формулы И. И. Привалова [1, с. 416, 
теорема 1, (3)] с точек существования касательной к R  и на угловые точки. Они позволяют для кусочно-

гладких жордановых кривых без точек заострения по схеме С. Я. Альпера [6, с. 191, (10)] получить сле-
дующее интегральное представление: 

 

 Zn     
     R R

1 1
Int , P.V.

2

i t
i x in x int i t

n i t i xi t i x

e
F e e e d e

i e ee e





 
              

 .    (21) 

 
C. Я. Альпер показал [6, с. 181, (24), с. 191, (10)], что если perAl'  есть гладкая жорданова кривая, 

которая удовлетворяет условию (15), то несобственный интеграл в (21) существует в обычном смысле: 
 

 Zn     
     Al'per Al'per

1 1
Int ,

2

i t
i x in x i nt i t

n i t i xi t i x

e
F e e e d e

i e ee e





 
              

 .  (22) 

 
Шаг 1. Если функция  perAl'perAl' Int Af , то отклонение [6, с. 191, (11)] 

 

     Al'per Al'per
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1
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N
i x i in i x

n
n

f e f e e d F e


  

 

                       
    
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f e f e e d e
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            
   

 
         

0

1 1 1

2 2

i t N
i t i i n i nt i t

i t i xi t i x
n

e
f e f e e d e d e

i e ee e

 
   

 

                     
  ,             (23) 

 

где задаваемая интегралом типа Коши для 1w  функция  
 Al'per

1

Ext ,1
:

2

f
f w d

i w


 

     
   не толь-

ко аналитическая в единичном круге 1w , но [6, с. 182, теорема 4] и непрерывная на замкнутом единич-

ном круге 1w , при этом её телесный модуль непрерывности 

 

       1 2 1 2 1 2 Al'perω , δ : sup ( ) ( ) : 1 1 δ ω ( ), δ :f w f w f w w w w w A f z               

    21perAl'perAl'2perAl'perAl'121perAl' IntInt:)()(sup: zzzzzfzfA  , 

 

и где сложная функция  xief   имеет тригонометрический ряд Фурье степенного типа [6, с. 191, (12)] 
 

 
π

σ σ

0 π

1
σ

2π
i i n i n x

n

f e e d e




 

        
  .                                                       (24) 
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Так как функция  perAl'perAl' Int Af  удовлетворяет равномерному условию Дини (16),  

то [26, с. 9495, теорема (6.8); 27, с. 110, теорема 1.3] тригонометрический ряд Фурье степенного типа (24) 

сложной функции  xief   сходятся равномерно на отрезке π πx    к непрерывной функции 

  C( ).i xf e T  Поэтому из (23) имеем равномерную сходимость на замкнутой жордановой области 

perAl'perAl' Int   ряда по многочленам Фабера (17) к функции )(zf : 

 

   
Al'per Al'per

Al'per Al'per
Int

0

1
lim max ( ) Int , 0.

2

N
i in

n
N z

n

f z f e e d F z

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  
 

             
 


 

 

Шаг 2. Для функции  perAl'perAl' Int Af  очевидны неравенства  
 

 Zn   
Al'per

1
max ( )

2
i i n

z
f e e d f z


  




      , 

 

из которых вытекает, что верхний предел 
 

 
1/

1
limsup 1

2

n

i in

n
f e e d


  

 

      . 

 

Опираясь на последнее неравенство покажем, что множество всех точек сходимости ряда по многочленам 
Фабера (17) совпадает с замкнутой жордановой областью perAl'perAl' Int  . 

Допустим противное, что ряд по многочленам Фабера (17) сходится в некоторой точке 0 Al'per .z Ext   

Тогда в силу необходимого условия сходимости предел общего члена ряда по многочленам Фабера (17)  
в точке perAl'0 Extz   
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lim Int , 0
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            
  .                              (25) 

 

В силу предельного равенства Г. Фабера [6, с. 65, (9); 18, с. 360, следствие 3, (24)] 
 

perAl'Extz      1/

Al'per Al'per Al'perlim Int , Ext ,
n

n nF z z      . 
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Действительно, в противном случае имели бы  
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  . 

 

Тогда для счётного множества значений многочленов Фабера  0AppleApple ,Int zFn    степени точно n  

в точке 0z       Al'per Al'per 0 0
1

Int , 1
2

ni i n
nf e e d F z r


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

               
  , где 0 < ε < r0 – 1, т. е. не 

выполнялось бы необходимое условие сходимости (25). 
Строгое предельное неравенство 
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также невозможно. 
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Действительно, в случае выполнения (26) ряд по многочленам Фабера (17) сходился бы [6, с. 72, (4)] 
равномерно внутри области  1,ExtInt perAl'  rw , ограниченной аналитической жордановой кривой 

    1:,Ext:,Ext perAl'perAl'  rwCwrw  (  r -линией уровня для замкнутой жордановой 

области perAl'perAl' Int  ), и содержащей в качестве собственной части perAl'perAl' Int  . Тогда сумма 

ряда (17)  функция f   была бы аналитической на perAl' , что противоречит посылке теоремы: на perAl'  

имеется особая точка функции  perAl'perAl' Int Af . 

Значит, наше допущение, что ряд по многочленам Фабера (17) сходится в некоторой точке 

perAl'0 Extz  , ложно и, на самом деле, множество всех точек сходимости ряда по многочленам Фабера 

(17) равно perAl'perAl' Int  . 

Шаг 3. Пусть ряд по многочленам Фабера (17) сверхсходится в некоторой точке 0z , не принадлежа-

щей множеству perAl'perAl' Int   всех точек сходимости ряда (17). Иными словами, пусть существует под-

последовательность последовательности частичных сумм ряда (17) с номерами 0 1 20 N N N    , 

... ...pN   которая сходится в точке perAl'0 Extz  : 
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   .                                   (27) 

 
На основании шага 2 в (27) сходимость в точке perAl'0 Extz   подпоследовательности последовательности 

частичных сумм не может быть заменена на сходимость последовательности частичных сумм. 
Интегральное представление А. И. Маркушевича многочленов Фабера [18, с. 358, теорема 2, (22')] 

приводит нас к стартовому представлению 
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     

 
и, очевидно, к рабочему равенству 
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          
       

  .                           (28) 

 
Напоминаем, что пары wz  и    суть стандартные обозначения в теории рядов по много-

членам Фабера. 
Как уже указывалось на шаге 1, равномерное условие Дини (16) влечёт равномерную сходимость на 

единичной окружности τ i te ,  t , степенного ряда   σ

0

1

2
i i n n

n

f e e d


 

 

         
   к непрерыв-

ной на отрезке  t  сложной функции  tief   и, следовательно, влечёт равномерную сходимость на 

спрямляемой гладкой жордановой кривой С. Я. Альпера perAl'  подпоследовательности  
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    
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последовательности частичных сумм к непрерывной по perAl'  функции  

)(ln 



it

tief . 
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Для модуля контурного интеграла в правой части (28) имеем такую оценку: 
 

 Zp      
BR

Al'per
00
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Ext ,

2 2

pN
i i n n
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          
       

   

   Al'per

Al'per

ln ( ) Al'per 0

max
2 dist ,

i t

t i
f e

z


  


   

 
,                                               (29) 

 
где     0:inf:,dist perAl'00perAl'   zz  есть расстояние от точки perAl'0 Extz   до спрямляемой 

гладкой жордановой кривой С. Я. Альпера perAl' . 

В рабочем равенстве (28) левая часть в силу (27) имеет конечный предел, второе слагаемое правой 
части (28) в силу (29) тоже имеет конечный предел. Поэтому очевидно, что первое слагаемое правой части 
(28) имеет конечный предел: 

 

   0
0

1
lim

2

pN
ni in

p
n

f e e d w C


  


 

           
  ,                                               (30) 

 
который означает сверхсходимость степенного ряда (18) в точке  0perAl'0 ,Ext: zw  . 

Шаг 4. Пусть степенной ряд (18) сверхсходится в некоторой точке 0w , не принадлежащей замк-

нутому единичному кругу 1w , т. е. пусть существует конечный предел (30) первого слагаемого правой 

части рабочего равенства (28). Как уже указывалось на предыдущем шаге 3, второе слагаемое правой части 
(28) согласно (29) имеет конечный предел. Из предыдущего следует, что левая часть (28) тоже имеет 
конечный предел (27), который означает сверхсходимость ряда по многочленам Фабера (17) в точке 

 0perAl'0 ,Ext: wz  , не принадлежащей множеству perAl'perAl' Int   всех точек сходимости ряда (17). 

Доказательство теоремы 1закончено. 
8. Ряды по многочленам Фабера для замкнутых жордановых областей со спрямляемой грани-

цей ограниченного вращения. Спрямляемая жорданова кривая R  характеризуется ( ) тем свойством, 

что у её натуральной параметризации )()()( syisxsz   обе координатные функции имеют ограниченную 

вариацию на отрезке R0  s . В почти каждой точке )(sz  спрямляемой жордановой кривой R  суще-

ствует положительная касательная, т. е. касательная, направленная в сторону возрастания натурального 
параметра s . Через )(s  мы обозначили угол между положительной касательной и вещественной осью 

zRe  и отсчитываемый от положительного направления zRe . 

Говорят, что спрямляемая жорданова кривая BR  является кривой ограниченного вращения 

(bounded rotation), если определённая для почти всех значений натурального параметра s  функция )(s  

угла наклона касательной имеет ограниченную вариацию на отрезке BR0  s . Положительное вещест-

венное число   



BR

0
BR )(: sdV  называют полным вращением кривой BR . 

Cпрямляемые жордановы кривые BR  ограниченного вращения могут иметь всюду плотное мно-

жество угловых точек. 
Когда жорданова область BRInt   имеет спрямляемую границу ограниченного вращения, свободную 

от нулевых внешних углов, то как установили Т. Кёвари и Х. Поммеренке [28, с. 204, лемма 8] телесный 

модуль непрерывности δ 0      1 2 1 2 1 2( ), : sup ( ) ( ) : 1 1w w w w w w w            
 
удов-

летворяет условию    ( ),w O      , δ 0 0  , с некоторым показателем степени 10  . 

Cпрямляемые же жордановы кривые BR  ограниченного вращения без точек заострения могут 

иметь не более чем счётное множество угловых точек с величинами внешних углов строго между 0  и 2 . 
Любая выпуклая жорданова кривая (convex Jordan curve) является спрямляемой жордановой кривой 

BR  ограниченного вращения с полным вращением    2ConvexV . 

Для выпуклой жордановой области ConvexInt  , содержащей внутри себя начало системы координат 

0z , функция  zw ,Ext Convex  согласно Д. Гайеру [29, с. 582, теорема 3] удовлетворяет условию  
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Convex1 Extz  Convex2 Extz  
  21

2
2

1

21
2

)()( zz
rr

zz 


 , где 1r  и 2r  суть расстояния от точки 

0z  до соответственно границы Convex  и её образа 






  Convex:

1
zС

z
 при отображении 

z
z

1  (инверсии 

  симметрии относительно единичной окружности 1z ) и где постоянная 2  не может быть уменьшена. 

Круг и его обобщение  эллипс, а также все жордановы области с аналитической границей A  

принадлежат пересечению множеств BRLiapunov IntInt   . 

Функция 










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,
2

1
0когда,

ln

1

,0когда,0
:)(1 s

s

s
s  

 
на отрезке 2/10  s  имеет ограниченную вариацию и непрерывная, но ни при каком показателе степени 

10   не удовлетворяет условию    α1ω θ ( ),δ δs O , δ 0 0  . Следовательно, разность множеств 

BR LiapunovInt \ Int   не является пустой. 

На отрезке 10  s  функция 











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,10когда,
2

cos

,0когда,0
:)(2 s

s
s

s
s  

 

удовлетворяет условию    β2ω θ ( ),δ δs O , 00 , с некоторым показателем степени 2/10  , но 

имеет бесконечную вариацию. Стало быть, разность множеств BRLiapunov Int\Int   также не является пустой. 

Итак, множество жордановых областей BRInt   со спрямляемой границей ограниченного вращения 

и множество жордановых областей perAl'Int   со спрямляемой границей, которая является гладкой и до-

полнительно удовлетворяет условию С. Я. Альпера (15), различны в том смысле, что каждое из этих мно-
жеств содержит область, не принадлежащую другому множеству. 

Введём модуль непрерывности сложной функции   xief ,Ext BR  [18, с. 148149, замечание 2]: 

для положительного вещественного  30  
 

       1 2
BR BR BRExt , , : sup Ext , Ext , :i x i xi xf e f e f e                     

    1 2 1 20,3 0,3x x x x         . 

 
Теорема 2. Пусть BR  есть спрямляемая жорданова кривая ограниченного вращения. И пусть функ-

ция  BRBR Int  Af  имеет особую точку на BR  и удовлетворяет равномерному условию Дини 

  3
BR

0

Ext , ,i xf e
d

         
 . Тогда, во-первых, ряд по многочленам Фабера 

   
π

σ σ
BR BR BR

0 π

1
Ext , σ Int ,

2π
i i n

n
n

f e e d F z




 

           
                                             (31) 

 
сходится равномерно на замкнутой жордановой области BRBR Int   к функции )(zf  и, во-вторых, 

сверхсходимость ряда (31) в точке 0z , не принадлежащей множеству BRBR Int   всех точек сходи-

мости ряда (31), влечёт сверхсходимость степенного ряда  BR
0

1
Ext ,

2
i i n n

n

f e e d w

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 

          
    

в точке  0BR0 ,Ext: zw  , и наоборот. 
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9. Доказательство теоремы 2. Шаг 0. Если R  есть спрямляемая жорданова кривая, то согласно 

теореме братьев Ф. и М. Рисс [1, с. 405, теорема 1], во-первых, функция  wz ,Ext R , обратная  

к функции  zw ,Ext R , как уже отмечалось в п. 2, абсолютно непрерывная на единичной 

окружности 1w , во-вторых, её производная  w,Ext R  принадлежит классу Харди  11 wH ,  

в-третьих, почти всюду на единичной окружности  :i te t      производная сложной функции 

   
almost everywhere

R R
-

Ext , Ext ,i t i t i t

t

d
e i e e

dt  
        , в-четвёртых, для любого значения параметра  1t  

длина  1ts  дуги   R 1Ext , :i tz e С t t           кривой R  вычисляется по формуле 

   1

1 RExt ,
t

i ts t e dt


   . В силу этой теоремы законна замена переменной интегрирования ниже  

в интегралах (32) и (33). 
Для фиксированного Rz  по известному [6, с. 54, (11); 18, с. 358, теорема 2, (22); 23, с. 54, (6.8)] 

интегральному представлению Г. Фабера его многочленов 
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                (32) 

 

Множество точек комплексной плоскости   BRExt , : 1 1C            (аналитическую жорданову 

кривую) называют  1 ε -линией уровня для замкнутой жордановой области RR Int   . По инте-

гральной формуле Коши 
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 .                                    (33) 

 
По правилу дифференцирования сложной функции интегральное представление (32) принимает вид 
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Для комплексного числа в показательной форме   tie 1  комплексно-сопряжённое к ему число 

 τ 1 ε i te   . Поэтому      
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  и интегральное представление (33) при-

нимает следующий вид: 
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Берём комплексное сопряжение к (35) 
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i

  

   
   

и получаем 

Rz  1Zn    τ

τ 1 ε 1

1
0 τ ln (τ)

2π
n d z

i   

   .                                                (36) 
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Вычитаем из представления (34) представление (36): Rz  1Zn  
 

      R R τ

τ 1 ε 1

1
Int , τ ln (τ) ln (τ)

2π
n

nF z d z z
i   

         . 

Отсюда с учётом того, что  
 

         ln (τ) ln (τ) (τ) arg (τ) (τ) arg (τ) 2 arg (τ) ,z z z i z z i z i z                       

 
имеем интегральное представление 
 

Rz  1Zn          
π

R R

τ 1 ε 1 π

1 ε1
Int , τ arg (τ) arg 1 ε .

π π

n
n i nt i t

n tF z d z e d e z
   

               

. 

В последнем определённом интеграле интегрируем по частям и учитываем, что 1  ii ee : 
 

Rz  1Zn   R RInt ,nF z    

           
ππ

π
π

1 ε
arg 1 ε arg 1 ε

π

n t
int i t i t i n t

t
e e z e z d e






 
          
 
 

  

      1
arg 1

n
i t i nte z d e











       .                                                       (37) 

 
До сих пор предполагалось, что R  есть спрямляемая жорданова криввая. 

Если допустить , что BRR  , то множество функций    ze ti  1arg  от двух переменных t  

и   ограничено на отрезке  t  и равномерно сходится на этом отрезке при 00  . Поэтому в по-
следнем интеграле (37) допустим предельный переход под знаком интеграла при 00  : 

BRz  1Zn        







 tniti
n edzezF arg

1
,Int BRBR  . 

Снова применяем метод интегрирования по частям: 
 

BRz  1Zn    zFn ,Int BRBR   

     















 







zedezee ti

t
tnit

t

titni argarg
1

. 

 

Отсюда следует интегральное представление Х. Поммеренке [6, с. 226, теорема 11, (22); 23, с. 57, (6.13)] 
многочленов Фабера 

BRz  1Zn      







 zedezF ti
t

tni
n arg

1
,Int BRBR  ,                             (38) 

 

полученное методом S. W. Ellacott [23, с. 5758] (его нет в немецком первоисточнике) с нашим отно-
шением к строгости обоснований. 

Если ввести две односторонние касательные, направленные в сторону возрастания натурального па-

раметра s , то скачок функции   ze ti arg  в угловой точке BRz  равен величине внешнего угла в ра-

дианах. Для невыпуклой яблокоподобной области AppleInt   скачок функции   ze ti arg  в угловой 

точке 1z  равен 2/ . 
Шаг 1 доказательства теоремы 1 опирался на интегральное представление C. Я. Альпера (22), а до-

казательства теоремы 2 опирается на интегральное представление Х. Поммеренке (38). 
Шаги 24 доказательства теоремы 2 аналогичны соответствующим шагам доказательства теоремы 1. 
10. Заключение. В п. 1 обстоятельно разъяснено понятие сверхсходимости рядов Тейлора (частный 

случай рядов по многочленам Фабера) и указано на установленную А. Островским глубокую связь между 
явлением сверхсходимости рядов Тейлора и наличием нулевых коэффициентов у ряда Тейлора. В п. 4 
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функция, обратная к функции Н. Е. Жуковского, привлечена к рассмотрению криволинейного двууголь-
ника (curvilinear two-angle) П. К. Суетина и явно выписаны многочлены Фабера для криволинейного двуу-
гольника П. К. Суетина. В п. 5 продолжены исследования П. К. Суетина по построению контрпримеров  
в теории рядов по многочленам Фабера и указаны степенной ряд и ряд с теми же коэффициентами по много-
членам Фабера для замкнутой жордановой области с неаналитической (non-analytical) границей, которые 
ведут себя по разному в отношении сверхсходимости. В основном п. 6 приведены дополнительные усло-
вия, при выполнении которых степенной ряд и ряд с теми же коэффициентами по многочленам Фабера для 
замкнутых жордановых областей со спрямляемой гладкой границей С. Я. Альпера ведут себя одинаково  
в отношении сверхсходимости. В п. 8 без доказательства выписаны дополнительные условия, при выполне-
нии которых степенной ряд и ряд с теми же коэффициентами по многочленам Фабера для замкнутых жор-
дановых областей со спрямляемой границей ограниченного вращения ведут себя одинаково в отношении 
сверхсходимости. Напомним, что множество жордановых областей perAl'Int   со спрямляемой гладкой гра-

ницей С. Я. Альпера и множество жордановых областей BRInt   со спрямляемой границей ограниченного 
вращения различны в том смысле, что каждое из этих множеств содержит область, не принадлежащую 
другому множеству. Полученные нами результаты могут быть применены в теоретических исследованиях 
по теории степенных рядов и по теории рядов по многочленам Фабера, а также при чтении специальных 
курсов по теории приближений. 
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